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Abstrakt 
Práce se zabývá matematickým modelováním ekonomických zákonitostí, konkrétně 
matematickými modely produkce. Popisuje základní přístup, modely a metody 
modelování v uvedené oblasti. Dále jsou zkoumány specifické charakterizace. Vybrané 
metody jsou pak názorně ilustrovány na typických příkladech. V závěrečné fázi jsou 
konstruovány modely na konkrétních datech. 
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The thesis deals with the mathematical modelling of economic processes, particularly 
production. Basic approach, models and methods of modelling concerning the 
mentioned area are described. Further, specific characterizations are investigated. 
Application of selected methods to typical examples is presented. In the final part 
models on concrete data are constructed.  
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V dnešní době je ekonomie a jí příbuzné vědecké disciplíny neoddělitelnou součástí 
našich ţivotů. Přestoţe si to mnohokrát neuvědomujeme, setkáváme se s působením a 
důsledky ekonomických vztahů prakticky kaţdý den. Ekonomická realita nás dostihuje 
při práci, studiu, při trávení volného času nebo třeba jen při konverzaci s ostatními 
lidmi. Nejen z těchto důvodů je vhodné a dobré zabývat se hlouběji vztahy a 
zákonitostmi, které na nás působí. Takové bádání nám pomáhá uvědomit si a pochopit 
mnoho společenských ale i přírodních jevů. Působení ekonomických vztahů můţeme 
pozorovat na makro i mikro úrovni. Na makro úrovni se s nimi setkáváme 
v hospodářské politice, ve veřejné správě či v mezinárodní politice. Na mikro úrovni 
vyuţíváme ekonomických zákonitostí především v podnikové ekonomii, managementu, 
anebo v marketingu. Matematická ekonomie je věda, která se ekonomickými vztahy 
zabývá všeobecně, na obou úrovních.  
V matematické ekonomii se obecně zabýváme matematickým modelováním 
ekonomických vztahů. Tvoříme ekonomické modely nabídky a poptávky, 
spotřebitelových preferencí a volby. Matematicky popisujeme vztahy, které popisují 
např. uţitek spotřebitele, důchodový a substituční efekt, trţní poptávku, elasticitu 
poptávky, náklady a výnosy firmy (v dokonalé konkurenci, monopolu a v jiných trţních 
strukturách) či produkční funkce. Existují ale i mnohem sloţitější problémy, které se 
rovněţ dají matematicky kvantifikovat. Můţeme zmínit například rozhodování 
spotřebitele za rizika nebo za nejistoty, teorii her či hledání trţní rovnováhy.  
V této práci se zaměříme na matematické modelování v oblasti produkčních funkcí. 
Popíšeme si jednofaktorový a dvoufaktorový model produkční funkce. Seznámíme se 
s Cobb-Douglasovou produkční funkcí s jako speciálním případem tzv. CES 
produkčních funkcí.  
V závěrečné části budeme modelovat produkční funkci Allianz pojišťovny a.s.  Určíme 
výrobní faktory, sestrojíme jednofaktorový a dvoufaktorový model produkční funkce. 
Rovněţ odhadneme dynamický model produkční funkce pojišťovny. Nakonec se 
pokusíme vyřešit úlohu optimalizace výrobních faktorů pro daná data. 
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1. VYMEZENÍ PROBLÉMU A CÍL PRÁCE 
1.1. CÍL PRÁCE 
Hlavním cílem této práce je seznámit čtenáře se základními vztahy v oblasti 
matematického modelování, a to především v oblasti produkčních funkcí. Práce se snaţí 
tyto vztahy nejen popsat, ale i srozumitelně vysvětlit na příkladech a čtenáři poskytnout 
jakýsi návod k tomu, kde by se uvedené vztahy daly vyuţít v praxi. V závěru je cílem 
modelovat produkční funkce pro specifická data získaná z oblasti pojišťovnictví. Při 
výkladu budeme vycházet především z knih (Chiang, 1984), (Nicholson, 1998) a 
(Mezník, 2011) . 
1.2. VYMEZENÍ PROBLÉMU 
Nejprve se podíváme na to, jakým způsobem přistupují ekonomové k modelování 
ekonomických vztahů. Jakým způsobem modely vznikají a jak jsou ověřovány. 
Přiblíţíme si aspekty ekonomických modelů a krátce se zmíníme o historických 
milnících. 
1.2.1. TVORBA EKONOMICKÉHO MODELU 
Reálný svět je ve své podstatě velmi sloţitý a komplikovaný. Vezme-li v úvahu pouze 
ekonomickou sloţku světa, tak existuje mnoho firem, které se liší svou produkcí a 
vyrábí tak milióny různých produktů a sluţeb. Na světě se pohybují miliardy lidí, coţ 
znamená tisíce profesí a nespočet zákazníků. Preference kaţdého člověka jsou různé. 
Vezmeme-li si například výrobu notebooků, které se skládají z mnoha součástek. Tyto 
součástky jsou vyráběny různými subjekty. Firma vyrábějící notebooky musí zajistit, 
aby měla součástky vţdy na správném místě a včas. Na druhou stranu se musí snaţit 
o to, aby její výrobky stejně tak byly ve správném mnoţství a včas na prodejních 
místech v obchodech či na internetu, tak aby pokryla poptávku. Kvůli sloţitosti, která 
v reálném světě existuje, není moţné přesně popsat všechny vztahy precizně, a proto se 
ekonomové snaţí tvořit modely, které nepopisují kaţdý aspekt, ale zachycují podstatu 
věci. Model tedy funguje podobně jako mapa, ve které také nevidíme přesně kaţdý 
dům, chodník či dopravní značku, ale jako vodítko je naprosto dostačující. Navzdory 
tomu, ţe se v modelu abstrahujeme od sloţitosti reality, jsme v něm schopní zachytit ty 
důleţité jevy a vztahy, které nás zajímají. 
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Pouţití modelů při zkoumání reality není jen výsadou ekonomů. I v ostatních vědních 
oborech se hojně vyuţívá modelování. Fyzikové pouţívají tzv. „dokonalé“ vakuum či 
„ideální“ plyn k tomu, aby studovali reálné jevy za zjednodušených podmínek. 
Geologové tvoří modely zemětřesení, hydrologové povodní. V pojišťovnictví se 
modeluje úmrtnost. V ekonomii se tvoří modely k tomu, aby zachytily, jak se 
jednotlivci rozhodují, jak se rozhodují firmy a jaké interakce tato rozhodnutí způsobují 
při formování trhů. Na makro úrovni pak existují modely celých národních ekonomik, 
modely nezaměstnanosti, inflace anebo hospodářského růstu. 
1.2.2. OVĚŘENÍ EKONOMICKÉHO MODELU 
Je zřejmé, ţe ne kaţdý model je dobrý a vhodný. Tak například ve starověku se 
předpokládalo, ţe hmota se skládá z molekul a základními články jsou atomy. Dnes 
víme, ţe i atomy mají své stavební součásti v podobě protonů, neutronů a elektronů. 
A ty se skládají z dalších ještě menších částic. Vědecký výzkum by proto měl 
poskytnout odpověď na otázku, který model je dobrý a který ne? 
Pro ověřování ekonomických modelů se pouţívají 2 základní metody. První metoda je 
přímá. Snaţí se odvodit pravdivost modelu na základě platnosti základních 
předpokladů, na kterých je model zaloţen. Druhá metoda je nepřímá. Platnost potvrzuje 
tím, ţe zjednodušený model dokáţe předpovídat správně reálné události. Pro ilustraci si 
ukáţeme, jak se obě metody liší, na příkladu modelu maximalizace zisku firmy.  
Model maximalizace zisku firmy je samozřejmě sestaven ze zjednodušujících 
předpokladů. Zanedbává osobní motivaci manaţerů firmy, vztahy mezi nimi, 
předpokládá, ţe zisk je jediný cíl firmy. Nebere tedy v úvahu jiné cíle, jako je postavení 
na trhu a prestiţ firmy. Důleţitým předpokladem modelu je ten, ţe firma disponuje 
dokonalými informacemi o vlastních nákladech a o trhu, na kterém se pohybuje. A tyto 
informace vyuţívá ke zjištění moţností maximalizace zisku. Je zjevné, ţe informace 
tohoto druhu nemá prakticky ţádná firma, obzvláště působí-li na větším trhu. 
Zjednodušení jsou zde víceméně nutná. Ţádný model nedokáţe popsat realitu perfektně. 
Otázkou ale zůstává, jestli model je dobrý, resp. správný. 
Testování předpokladů modelu můţe například spočívat v tom, ţe se pokoušíme ověřit 
jeho základní předpoklad maximalizace zisku. Toho lze dosáhnout posíláním dotazníků 
firmám, ve kterých se dotazujeme vedoucích na jejich podnikové cíle. Bylo provedeno 
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nespočet studií snaţících se toto zjistit. Výsledky se ovšem různily. V mnoha případech 
obchodníci uváděli cíle jiné neţ je maximalizace zisku. Ale většinou se na předních 
příčkách cílů maximalizace zisku objevila. Na tomto příkladu vidíme, ţe testování 
předpokladů modelu nám nemusí dát jednoznačnou odpověď. Proto někteří ekonomové, 
jako např. Milton Friedman, odmítají testování předpokladů modelu, ale raději se 
pokouší model ověřit na základě jeho schopnosti předpovídat budoucí události1. Věří, ţe 
konečný test modelu je uskutečněn teprve, aţ kdyţ je model konfrontován s reálnými 
ekonomickými daty. Tento princip si můţeme předvést na dalším příkladě. Friedman se 
ptá, jaká teorie by se měla pouţít k vysvětlení úderů profesionálních hráčů kulečníku? 
Odpovídá, ţe by měly stačit základní fyzikální zákony pohybu. Přitom hráči kulečníku 
hrají, tak jako by tyto zákony následovali. Je ovšem pravdou, ţe těmto zákonům hráči 
rozumí? S velkou pravděpodobností by někteří hráči odpověděli, ţe nerozumí. To ale 
dle Friedmana nebrání tomu, aby fyzikální zákony byly brány jako vhodný teoretický 
model toho, jak je kulečník hrán profesionálními hráči. Vychází z toho, ţe fyzikální 
zákony dokáţou spolehlivě předpovídat budoucí údery. Vraťme se zpět k modelu 
maximalizace zisku firmy. Ověření modelu provedeme tak, ţe se zaměříme předpověď 
chování firem za předpokladu, ţe tyto firmy se chovají, jako by zisk maximalizovaly. 
Pokud se tato předpověď shoduje s tím, co pozorujeme v realitě, můţeme model 
přijmout za vhodný. 
1.2.3.  OBECNÉ VLASTNOSTI EKONOMICKÝCH MODELŮ 
Ve světě se pouţívá mnoho ekonomických modelů. Jejich vlastnosti či přesnost a 
komplexnost velmi závisí na typu problému, který modely zachycují. Je zřejmé, ţe 
modely zachycující ekonomickou aktivitu v celé národní ekonomice jsou mnohem větší 
a sloţitější neţ modely, které popisují např. tvorbu cen na nějakém trhu. Přestoţe 
existuje výše zmíněná rozmanitost a nestejnorodost, některé základní elementy zůstávají 
stejné. My si krátce přiblíţíme 3 z nich. Prvním je předpoklad ceteris paribus. 
Vysvětlíme si na příkladě proč je tento známý předpoklad tak hojně pouţíván. 
Chceme vytvořit model tvorby ceny na trhu vepřového masa. Potřebujeme tedy mimo 
jiné vytvořit vztah ceny masa a ostatních (vysvětlujících) veličin jako jsou mzdy 
zemědělců, příjem spotřebitele či cena hovězího masa. Hlavní je, ţe tento model 
                                                 
1
 (Friedman, 1953) chapter 1. 
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tvoříme z malého počtu veličin. To nám umoţňuje studovat tvorbu ceny 
za zjednodušených podmínek umoţňujících lepší poznání procesů, které cenu ovlivňují 
a tvoří. Je zřejmé, ţe na cenu působí i mnoho jiných faktorů (spotřebitelovy preference, 
epidemie prasečí chřipky aj.). My ale tyto vlivy v modelu neuvaţujeme. Tím ale 
neříkáme, ţe tyto vlivy nevnímáme. Předpokladem ceteris paribus pouze říkáme, ţe 
model je sestrojen z vyjmenovaných veličin a ostatní vlivy ponecháváme neměnné. 
Na základě tohoto předpokladu si můţeme dovolit model studovat při zjednodušených 
předpokladech, abychom vztahům uvnitř modelu lépe porozuměli. 
Druhou vlastností je předpoklad optimalizace. Tento předpoklad říká, ţe ekonomické 
subjekty se při svém rozhodování snaţí dosáhnout výsledků, které jsou pro ně v určitém 
smyslu „nejlepší“. Firmy maximalizují zisk, minimalizují náklady, spotřebitel 
maximalizuje uţitek, vláda se snaţí maximalizovat veřejné blaho. To vše 
při existujících omezeních. Matematicky tedy dostáváme úlohu optimalizace, která 
většinou není jednoduchá, ale existuje mnoho metod pro řešení různorodých 
optimalizačních problémů. To je jeden z důvodů, proč se tyto metody hojně pouţívají. 
Dalším je ten, ţe optimalizační modely dávají vcelku dobré předpovědi. Poslední ze 
základních vlastností ekonomických modelů lze pojmenovat jako rozlišování mezi 
pozitivní a normativní stránkou modelu. Většinou se setkáváme pouze s ekonomickými 
teoriemi, které se zaměřují primárně na pozitivní stránku. Tyto teorie popisují skutečný 
svět a snaţí se vysvětlit jevy a vztahy, které se v něm vyskytují. Naproti tomu teorie 
vycházející z normativní ekonomie se pokouší odpovědět na otázku, jak by příslušné 
vztahy a jevy měly vypadat. Na příkladu českého školství jasně uvidíme rozdíl obou 
přístupů. Zaměříme-li se na pozitivní stránku, tak budeme řešit proč a jakým způsobem 
je v českém školství vyuţíváno mnoţství práce, půdy a kapitálu. Můţeme také zkoumat 
míru nákladů a přínosů při různých úrovních rozvinutosti systému. Začneme-li ale 
zkoumat, jaké mnoţství zdrojů by mělo být alokováno, tak aby to pro celý národ bylo 
nejlepší, dostáváme se k normativní stránce. 
Ekonomové k rozlišování pozitivní a normativní stránky přistupují různě. Jedni tvrdí, ţe 
stejně jako v přírodních vědách by se ekonomie měla zabývat pouze popisem reality, 
případně předpověďmi (tj. pozitivní stránkou). Normativní stránku z morálních důvodů 
povaţují nepřípustnou pro ekonomovo rozhodování. Jiná skupina ekonomů naopak říká, 
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ţe není vhodné pozitivní a normativní stránku rozlišovat, protoţe při studiu 
ekonomických vztahů a jevů by kaţdý měl mít moţnost vyjádřit své názory týkající se 
především normativní stránky. Vidíme tedy, ţe uvedené základní aspekty modelů 
nejsou vţdy homogenní. V další podkapitole si přiblíţíme některé historické milníky 
důleţité pro matematické modelování v ekonomii. 
1.2.4. HISTORICKÉ ZÁKLADY EKONOMICKÝCH MODELŮ 
Jiţ před II. světovou válkou vzniklo mnoho mikroekonomických teorií o chování 
jednotlivců a firem. Teprve s rozvojem matematiky a později výpočetní techniky se 
podařilo tyto teorie podrobněji specifikovat tvorbou ekonomických modelů. 
Významným byl rok 1947, kdy publikace Paula Samuelsona Foudations of Economic 
Analysis představila mnoţství modelů optimalizace chování. Samuelson ve své knize 
modely zaloţil na dobře specifikovaných matematických postulátech, které dovolily 
pouţití matematických metod optimalizace. Později se do ekonomických modelů začal 
začleňovat předpoklad nejistoty a nedokonalé informace. Modely popisující chování 
ekonomických subjektů za nejistoty a neurčitosti začaly jiţ ve 40. letech vyuţívat teorii 
her, kterou rozpracoval John von Neumann. Tato teorie rovněţ pomohla vysvětlit, proč 
jednotlivci mají většinou negativní postoj k riziku a proč se snaţí získat informace, aby 
dopady rizika sníţili. Největší rozvoj v oblasti ekonomických modelů byl ale umoţněn 
aţ moderní výpočetní technikou. Současné počítače jsou schopny zpracovat obrovská 
mnoţství dat a provádět komplexní matematické postupy, čímţ se obrovským 
způsobem zvětšil prostor ekonomů pro provádění různých testů a simulací. Předchozí 
generace ekonomů si musely vystačit pouze s omezenými matematickými nástroji. 
Dnešní ekonomové mají k dispozici velké mnoţství sofistikovaných technik a postupů 
pro testování svých hypotéz a modelů2. 
Ukázali jsme si postup tvorby ekonomického modelu, jeho ověření a základní 
vlastnosti. Připomněli jsme některé důleţité události v historii ekonomického 
modelování. V další kapitole je zaměříme na stěţejní oblasti této práce.      
                       
                                                 
2
 (Nicholson, 1998) chapter 1 
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2. TEORETICKÁ VÝCHODISKA PRÁCE 
Neţ přistoupíme k samotnému modelování produkční funkce a dalších ekonomických 
vztahů, připomeneme základní matematické vztahy, které se při konstrukci modelů 
vyuţívají. Mnoho ekonomických modelů vychází z předpokladu, ţe subjekty 
vystupující v popisovaných vztazích se snaţí najít optimální hodnotu nějaké funkce. 
Pro spotřebitele je touto funkcí uţitek, který získává, pro firmu to je zisk, kterého 
dosahuje. Matematicky se jedná o úlohu optimalizace. Zjednodušeně můţeme říci, ţe 
hledáme maximum či minimum nějaké účelové funkce při existujících omezeních. 
Pokud omezení nejsou dána, dostáváme se na mnoho jednodušší případ hledání 
maximalizace (resp. minimalizace) funkce. Avšak neexistence omezení neznamená, ţe 
příslušná úloha bude jednoduchá. Záleţí rovněţ na počtu proměnných, které do modelu 
vstupují. Nejjednodušší bývají úlohy zahrnující pouze jednu proměnnou. S větším 
počtem proměnných pak obvykle sloţitost úlohy roste. Následující podkapitoly vychází 
z knihy (Nicholson, 1998). 
2.1. MAXIMALIZACE FUNKCE JEDNÉ PROMĚNNÉ 
Na začátek začneme tím nejjednodušším případem. Budeme se zabývat pouze 
maximalizací, protoţe úloha minimalizace lze ekvivalentně převést na úlohu 
maximalizace, jak vidíme ve vztahu (1).  
 max 𝑓(𝑥) = − min(−𝑓(𝑥)) (1)  
Vezmeme si tedy příklad člověka, který chce maximalizovat zisky z prodeje svého 
zboţí. Předpokládejme, ţe zisk záleţí pouze na mnoţství prodaného zboţí. V praxi 
neznáme přímo funkční předpis závislosti zisku na prodaném mnoţství. Tudíţ osoba 
hledající maximum můţe pouţít tento postup. Zjistí se zisk 1  za prodané mnoţství 1q . 
Poté se zvýší prodané mnoţství na 2q  a opět se zjistí zisk 2 . Pokud je zisk 2  vyšší 
neţ 1  tak opět zvýšíme mnoţství prodaného zboţí. Takto můţe postupovat dále, 
dokud rozdíl dvou po sobě jdoucích zisků je kladný. Kdyby byl rozdíl nulový, tak se 
nám celkový zisk uţ nezvyšuje a při záporném rozdílu nám dokonce celkový zisk klesá. 
Matematicky můţeme podmínku pro navyšování prodaného mnoţství zapsat tak, ţe 






> 0. (2)  
Na základě této úvahy není těţké odvodit nutnou podmínku pro maximum funkce jedné 
proměnné. Platí, ţe funkce má v daném bodě maximum, pokud je hodnota derivace 
v tomto bodě rovna 0. Takovému bodu říkáme stacionární bod. Tato podmínka je nutná 
nikoliv postačující. Pro to, abychom mohli určit, zda je v daném bodě extrém, 
potřebujeme znát hodnotu druhé derivace v bodě. Pomocí ní pak můţeme rozhodnout 
o minimu či maximu. Pomůţe nám podmínka druhého řádu, která říká, ţe v daném 
bodě se nachází maximum (minimum) funkce, jestliţe hodnota druhé derivace v bodě je 
záporná (kladná). 
Poznámka: V předchozím výkladu bychom se správně měli bavit o lokálních 
extrémech. O globální extrémy by se jednalo, pokud by příslušné funkce byly konvexní 
resp. konkávní. 
V dalším výkladu se setkáme s vyuţitím diferenciálu funkce. Proto si jej formálně 
zavedeme. 
Definice 2.1 Diferenciál funkce 𝑦 = 𝑓(𝑥) s označením d𝑓 je výraz 
 d𝑓 = 𝑓′ 𝑥 Δ𝑥, (3)  
kde Δ𝑥 udává změnu proměnné 𝑥. Někdy se změna 𝑥 značí pomocí d𝑥. Je zřejmé ţe 
Δ𝑥 = d𝑥 . Stačí vyuţít funkce 𝑓 𝑥 = 𝑥 . Pro nás je zejména uţitečný fakt, ţe 
pro dostatečně malé změny 𝑥  lze změnu funkční hodnoty funkce 𝑓  aproximovat 
diferenciálem. 
 Δ𝑓 = 𝑓 𝑥 + d𝑥 −  𝑓 𝑥 ≈ 𝑑𝑓. (4)  
Takţe diferenciálem zjišťujeme změnu funkční hodnoty 𝑓 , která odpovídá změně 𝑥 
o Δ𝑥. 
2.2. MAXIMALIZACE FUNKCÍ VÍCE PROMĚNNÝCH 
V běţných ekonomických modelech se však ne často setkáváme s funkcemi s jednou 
proměnnou. Daleko běţnější jsou funkce více proměnných. Např. uţitek spotřebitele 
závisí na mnoţství spotřebovaných několika produktů, nebo produkční funkce závisí 
na mnoţství práce, půdy a kapitálu. Formálně můţeme vztah zapsat takto 
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 𝑦 = 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛). (5)  
Pro nalezení maxima funkce se opět vyuţívá derivací. U funkcí více proměnných 
mluvíme o parciálních derivacích. Tj. derivujeme funkci dle jedné proměnné 
při neměnnosti ostatních proměnných. Tento postup je názorným příkladem pouţití 
předpokladu ceteris paribus. V parciální derivaci sledujeme změnu pouze jedné 
proměnné, zatímco ostatní proměnné zůstávají konstantní. V ekonomické interpretaci 
sledujeme, jak změny jednoho vstupu ovlivňují celkový výstup, ponecháme-li ostatní 
vstupy stranou. Chceme-li najít extrém funkce více proměnných, musíme najít takový 
bod (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), ve kterém platí, ţe všechny derivace podle všech proměnných jsou 
rovny 0. Tuto podmínku stejně jako v jednorozměrném případě nazýváme nutnou 
podmínkou prvního řádu. Tato podmínka je opět nutná, ale není postačující. 
Pro ilustraci si představte vrcholek kopce. Lze říci, ţe všechny vrcholky kopců jsou 
víceméně ploché (parciální derivace jsou zde 0, jsou to stacionární body), ale nelze říci, 
ţe všechna plochá místa jsou vrcholky kopce. Abychom rozhodli o tom, jestli v bodě je 
extrém, musíme opět určit hodnoty druhých derivací. To ale u sloţitějších funkcí není 
vţdy jednoduché. Pro snazší rozhodnutí o extrému funkce v bodě můţeme pouţít 
následující pravidlo, které nám klade podmínky na znaménko totálního diferenciálu 
2. řádu.  Pravidlo si ukáţeme pouze pro funkci o dvou proměnných. U více proměnných 
se hodnota totálního diferenciálu 2. řádu zjišťuje obtíţněji.   
Pokud funkce 𝑓(𝑥1, 𝑥2) má spojité parciální derivace 2. řádu, pokud bod (𝑥10 , 𝑥20 ) je 
stacionární bod a platí ţe  
  
𝜕𝑓2 𝑥10 ,𝑥20 
𝜕𝑥1
2
𝜕𝑓2 𝑥10 ,𝑥20 
𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝜕𝑓2 𝑥10 ,𝑥20 
𝜕𝑥2𝜕𝑥1
𝜕𝑓2 𝑥10 ,𝑥20 
𝜕𝑥2
2
  > 0, (6)  
potom v bodě (𝑥10 , 𝑥20 ) existuje extrém. O podobě extrému rozhodneme podle hodnoty 
prvního subdeterminantu. Pokud je  
𝜕𝑓2 𝑥10 ,𝑥20 
𝜕𝑥1
2 > 0, tak funkce v tomto bodě nabývá 
lokální minimum, pokud platí opačná nerovnost tak má funkce v tomto bodě maximum. 
V ostatních případech nemůţeme o extrému rozhodnout. 
Pozn. Determinant ve vztahu (6) se nazývá Hessián. 
Definice 2.2 Diferenciál funkce 2 proměnných (totální diferenciál) je definován jako 
19 
 
 d𝑓 = 𝑓𝑥1
′  𝑥1, 𝑥2 Δ𝑥1 + 𝑓𝑥2
′  𝑥1 , 𝑥2 Δ𝑥2 (7)  
Význam diferenciálu je analogický jednorozměrnému případu. Nejčastěji se pouţívá 
pro určení přibliţné změny hodnoty funkce při posunu o Δ𝑥1 a Δ𝑥2. 
V dalším, např. u izokvant, se setkáme s tzv. implicitní funkcí. Jedná se o funkci danou 
vztahem 𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 0. Tj. není explicitně určena závislost 𝑥2 na  𝑥1 nebo naopak. My 
vyuţijeme derivaci implicitní funkce. 

















′  . (8)  
Příklad 2.1 Vypočítejte derivaci implicitní funkce, která je daná rovnicí 𝐹 𝑥1, 𝑥2 =
𝑥1
3 − 2𝑥2
2 = 0. Řešení je snadné. Hodnotu derivace vyjádříme pouze pro proměnnou 𝑥2 










2.3. MAXIMALIZACE FUNKCÍ S OMEZENÍM 
V této části si naznačíme, jakým způsobem se postupuje v případech, kdy nám 
do modelu vstupují navíc určitá omezení. Nadále chceme najít maximum funkce 𝑦 =
 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), ale navíc máme dáno omezení ve tvaru 𝑔 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 0. Někdy 
můţe být omezení i více. Omezení vznikají například v případech, kdy spotřebitel volí 
mezi několika statky a je omezen rozpočtem. Běţný je předpoklad nezápornosti 
proměnných. Pro tyto úlohy můţeme pouţít metodu Langrangeových multiplikátorů. 
Výchozím pro tuto metodu je vztah 
 𝐿 = 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 + 𝜆𝑔(𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛). (9)  
Proměnnou 𝜆  nazýváme Langrangeův multiplikátor. Přidáním podmínky 
do Lagrangeovy funkce se v bodech, ve kterých je podmínka splněna, nemění funkční 
hodnota. Platí tedy, ţe 𝐿 = 𝑓 . Tudíţ úlohu hledání maxima funkce 𝑓  jsme převedli 
na úlohu hledání maxima funkce 𝐿 . Řešení, které pomocí této metody dostaneme, 
splňuje dvě vlastnosti. 
 Hodnoty proměnných vyhovují danému omezení, 
 Funkční hodnota funkce 𝐿 resp. 𝑓  je maximální moţná (pro daná omezení). 
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Langrangeův multiplikátor 𝜆 není jen pouhou samoúčelně přidanou proměnnou, ale má 
i svůj ekonomický význam. Tento význam lze odvodit pomocí podmínek prvního řádu, 
které stejně jako v předešlých případech získáme tak, ţe spočítáme parciální derivace 
podle všech proměnných včetně 𝜆  a poloţíme je rovny 0. Dostaneme tak soustavu 
celkem 𝑛 + 1 rovnic o 𝑛 + 1 neznámých (viz (10)). 
 
𝑓𝑥1
′  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 + 𝜆𝑔𝑥1
′  𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 = 0 
𝑓𝑥2
′  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 + 𝜆𝑔𝑥2
′  𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 = 0 
… 
𝑓𝑥𝑛
′  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 + 𝜆𝑔𝑥𝑛
′  𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 = 0 
𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 = 0 
(10)  













′ = 𝜆 (11)  
Parciální derivace funkce 𝑓 dle jednotlivých proměnných můţeme chápat jako mezní 
přínosy příslušných proměnných pro funkci 𝑓.  Naopak parciální derivace funkce 𝑔 
můţeme chápat jako mezní náklady jednotlivých proměnných pro funkci 𝑓 . Tedy, dle 
vztahu (11) v bodě maxima Lagrangeovy funkce (v tomto bodě musí platit podmínky 
prvního řádu) je poměr mezních přínosů a mezních nákladů stejný pro všechny 
proměnné. 
 𝜆 =
𝑚𝑒𝑧𝑛í 𝑝ří𝑛𝑜𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑚ě𝑛𝑛é 𝑥𝑖
𝑚𝑒𝑧𝑛í 𝑛á𝑘𝑙𝑎𝑑 𝑝𝑟𝑜𝑚ě𝑛𝑛é 𝑥𝑖
 (12)  
Pomocí hodnot proměnné 𝜆  můţeme určit citlivost funkčních hodnot funkce 𝑓 
na změny v omezení 𝑔. Vysoké hodnoty 𝜆 znamenají, ţe hodnoty funkce 𝑓 mohou být 
značně zvýšeny i menším „uvolněním“ resp. zmírněním omezení 𝑔 . Naopak nízké 
hodnoty 𝜆  nám říkají, ţe malého přírůstku ve funkční hodnotě 𝑓  dosáhneme pouze 
velkým zmírněním omezení 𝑔. Pokud omezení nemá ţádný vliv na funkční hodnoty 𝑓, 
tak je 𝜆 = 0. V tomto případě tedy maximum funkce bude mít stejnou funkční hodnotu 
pro úlohu s omezením i bez něj. 
Řešením soustavy (10), pokud má soustava plnou hodnost, je bod [𝑥1
∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥𝑛
∗ , 𝜆∗]. 
K jeho výpočtu existuje několik metod. My dále vyuţijeme numerické metody 
implementované v programu Matlab. 
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2.4. KKT PODMÍNKY 
V nejobecnějším případě hledáme extrém funkce více proměnných při několika 
omezeních. KKT (Karush-Kuhn-Tuckerovy) podmínky jsou nutné podmínky 
pro hledání optimálního řešení následující optimalizační úlohy 
 
min 𝑓 𝑥   
𝑔𝑖 𝑥 ≤  0,    𝑖 = 1, … , 𝑚 
𝑕𝑗  𝑥 = 0,   𝑗 = 1, … , 𝑙. 
(13)  
Věta 2.1 Nechť je dána funkce 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ a omezující funkce𝑔𝑖 : ℝ
𝑛 → ℝ, 𝑖 = 1, …𝑚 a 
𝑕𝑗 : ℝ
𝑛 → ℝ, 𝑗 = 1, . . , 𝑙. Předpokládejme, ţe funkce jsou hladké v bodě 𝑥∗. Pokud 𝑥∗ je 
lokální minimum úlohy (13), pak existují konstanty 𝜇𝑖  𝑖 = 1, … , 𝑚  a 𝜆𝑗  (𝑗 = 1, … , 𝑙) 
takové, ţe platí podmínky: 
Podmínka stacionarity:  








∗ = 0, 
Primární podmínky: 
𝑔𝑖 𝑥
∗ ≤ 0, ∀𝑖 = 1, … , 𝑚 
𝑕𝑗  𝑥
∗ = 0, ∀𝑗 = 1, … , 𝑙 
Podmínka duality: 
𝜇𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 = 1, … , 𝑚 
Podmínka komplementarity 
𝜇𝑖𝑔𝑖 𝑥
∗ = 0, ∀𝑖 = 1, … , 𝑚. 
KKT podmínky se vyuţívají při řešení sloţitých optimalizačních úloh. Jsou základem 
několika metod v oblasti nelineárního programování. 
2.5. DUALITA   
Jak uţ trochu z předchozího vyplývá, existuje vztah mezi úlohou maximalizace funkce 
při zadaných omezeních a minimalizací spojenou s omezením původní úlohy. Tento 
vztah se obecně nazývá dualita. Pro snazší pochopení si tento vztah přiblíţíme na dvou 
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příkladech. První příklad je zaměřen na jednotlivce. Kaţdý ekonomicky se chovající 
jedinec se snaţí maximalizovat svůj uţitek při daním rozpočtovém omezení. K tomu jej 
ale můţe zajímat, jak co nejvíce sníţit náklady na dosaţení určité úrovně uţitku. Tedy 
minimalizace nákladů k dosaţení určité úrovně omezení je v tomto případě duální 
úlohou k maximalizaci uţitku při daném rozpočtovém omezení. Vezmeme-li si 
podobnou situaci z hlediska firmy, tak primárním úlohou můţe být minimalizace 
nákladů pro dosaţení určité úrovně výstupu. Stejně tak můţe firmu zajímat, jaký 
maximální výstup by mohla vyprodukovat při daných nákladech. Tím dostáváme duální 
úlohu. Vidíme tedy, ţe primární úlohou můţe být minimalizace i maximalizace. Záleţí 
jen na úhlu pohledu, kterým se na daný problém díváme. Co je pro někoho primární 
úloha, můţe pro druhého být úloha duální a naopak.  
Příklad 2.2 Firma má k dispozici 30 000 Kč na výrobu určitého produktu. Ten je 
vyráběn pomocí dvou strojů, přičemţ hodina provozu stroje 1 stojí 50 Kč a hodina 
provozu stroje 2 stojí 75 Kč. Počet kusů 𝑞 výrobku je dán vztahem 𝑞 =  𝑥𝑦, kde 𝑥 je 
počet hodin provozu stroje 1 a 𝑦 je počet hodin provozu stroje 2. Primárním úkolem je 
určit maximální moţné vyrobené mnoţství výrobků při daném rozpočtovém omezení. 
Dostáváme úlohu 
max 𝑞 =   𝑥𝑦,   
50𝑥 + 75𝑦 = 30000. 
Sestavíme proto Lagrangeovu funkci a spočítáme její parciální derivace (viz (11)(10)). 










− 75𝜆 = 0 
𝐿𝜆
′ = 30000 − 50𝑥 − 75𝑦 = 0. 
23 
 
Soustavu vyřešíme pomocí programu Matlab (Příloha 6). Dostáváme výsledky 
 𝑥, 𝑦, 𝜆 = [300; 200; 0,0816] . Maximální mnoţství mnoţství vyrobené produkce je 
při daném rozpočtovém omezení 244,94 kusů, tj. po zaokrouhlení 244 kusů výrobků. 
Na produkce se stroj 1 podílel 300 hodinami práce, stroj 2 se podílel 200 hodinami 
práce. Poznamenejme, ţe hodnota proměnné 𝜆 je poměrně nízká. 
Duální úlohou k předchozímu problému je minimalizovat celkové náklady, chceme-li 
vyrobit určité mnoţství produkce 𝑞∗ . Nechť 𝑞∗ = 300 . Minimalizujme pak celkové 
náklady (𝐶) potřebné k výrobě daného mnoţství produktu. Úloha je dána předpisem 
min 𝐶 =  50𝑥 + 75𝑦,   
 𝑥𝑦 = 300. 
Opět sestavíme Lagrangeovu funkci a určíme optimum úlohy. 
𝐿 = 50𝑥 + 75𝑦 + 𝜆 300 −  𝑥𝑦  
𝐿𝑥
′ = 50 − 𝜆
 𝑦
2 𝑥
= 0  
𝐿𝑦





′ = 300 −  𝑥𝑦 = 0. 
Dostáváme hodnoty  𝑥, 𝑦, 𝜆 = [367,42; 244,95; 122,47]. Vidíme, ţe proměnná 𝜆  je 
vysoká. Její velikost bude v tomto případě souviset s pouţitými jednotkami. Při zvýšení 
produkce o jednotku, bychom vynaloţili přibliţně o 122,47 Kč více. Minimální 
náklady, při kterých vyrobíme 300 kusů výrobků, získáme dosazením počtu strojových 
hodin do rozpočtového omezení.  𝐶 = 50 ∗ 367,42 + 75 ∗ 244,95 = 36742 Kč.  
2.6. HOMOGENNÍ FUNKCE 
Ještě neţ přistoupíme k výkladu o produkční funkci, připomeneme si pojem homogenní 
funkce.  
Definice 2.4 Funkci 𝑓(𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛) nazveme homogenní ve stupni 𝑘, pokud platí vztah 
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 𝑓 𝑡𝑥1 , 𝑡𝑥2 , … , 𝑡𝑥𝑛 = 𝑡
𝑘𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛). (14)  
Je-li tedy funkce 𝑓  homogenní ve stupni 1, tak s dvojnásobnými hodnotami 
proměnných dostaneme i dvojnásobnou funkční hodnotu. Pokud je funkce 𝑓 homogenní 
ve stupni 0, tak zvyšování či sniţování hodnot proměnných nemá vliv na funkční 
hodnotu. Platí rovněţ vztah, ţe jestliţe je funkce homogenní ve stupni 𝑘, tak parciální 
derivace funkce jsou homogenní ve stupni 𝑘 − 1. 






 . Kdyţ vynásobíme kaţdou proměnnou 
hodnotou 𝑘, tak dostáváme  












=  𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑘0𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 .  
Funkce 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧  je tedy homogenní ve stupni 0.  







hodnotou 𝑘 dostaneme 












 = 𝑘𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 .  
Takţe funkce 𝑔 je homogenní ve stupni 1. 
Příklad 2.5 Na závěr si ukáţeme příklad funkce, která je homogenní ve stupni 2. 
Mějme funkci 𝑕 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 4𝑥2 + 5𝑦𝑧 − 3𝑧2. 
𝑕 𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧 = 4(𝑘𝑥)2 + 5 𝑘𝑦 (𝑘𝑧) − 3(𝑘𝑧)2 = 𝑘2𝑕(𝑥, 𝑦, 𝑧). 
V ekonomických disciplínách se obvykle setkáváme s funkcemi, jejichţ stupeň 
homogenity je nezáporný. Vyplývá to i z logiky věci. Zvyšujeme-li objem vstupů, tak 
by se objem výstupu neměl sniţovat. V souvislosti se studiem produkčních funkcí, 
ke kterým se záhy dostaneme, se nejvíce pouţívají funkce homogenní ve stupni 1. 
Jinými slovy lze říci, ţe taková funkce má konstantní výnosy z rozsahu. Někteří autoři 
homogenní funkce ve stupni 1 nazývají lineární homogenní funkce, coţ ale můţe být 
matoucí, protoţe funkce z příkladu 2.4 rozhodně není lineární a přitom je homogenní 




Je zřejmé, ţe modelování v ekonomii se bez matematických nástrojů neobejde. Zde 
jsme si zopakovali pouze některé základní metody a principy. Na těchto principech 
budeme dále v textu stavět. Modelování pomocí funkcí a derivací funkce je hojně 
v ekonomii vyuţíváno především proto, ţe ekonomové chtějí znát mezní vlivy 
proměnných na ostatní proměnné a na funkční hodnotu. V tomto smyslu jsou nejlépe 
pouţitelné parciální derivace, které měří mezní vliv jedné proměnné při zachování 
úrovně proměnných ostatních. Při optimalizaci sledujeme, jak jednotlivci či firmy se 
snaţí dosáhnout nějakého cíle. Nejsou-li ničím omezeni tak zvyšují velikost vstupů, 
dokud mezní přínos poslední jednotky vstupu není roven 0. Matematicky se jedná 
o hodnotu vstupu, kdy první derivace je rovna 0, resp. všechny parciální derivace 
1. řádu jsou rovny 0. Většinou při rozhodování o velikostech vstupů existují omezení. 
V těchto případech v bodě optima platí, ţe poměr mezního přínosu a mezního nákladu 
je pro všechny vstupy stejný. Tento poměr se někdy nazývá Langrangeův multiplikátor. 
Pro definitivní rozhodnutí o optimu potřebujeme vyuţít podmínky 2. řádu. Nyní 




3. PRODUKČNÍ FUNKCE 
Produkční funkce se pouţívají pro modelování vztahů mezi vstupy a výstupy výroby 
(resp. produkcí). V ekonomii se instituce, které provádí transformaci vstupů na výstupy, 
nazývají firmy. Jak jsme si uvedli v úvodu, tak i produkční funkce jsou uţitečným 
nástrojem pro modelování zjednodušené reality. Modelovat skutečný výrobní proces by 
bylo velmi obtíţné a výsledky by byly natolik specifické, ţe by je nebylo moţno pouţít 
na jiný výrobní proces. 
V modelech produkčních funkcí sledujeme 2 základní aspekty. Zjišťujeme, jaké jsou 
výnosy z rozsahu, tj. jak roste celkový výstup, měníme-li jednotlivé vstupy. A dále 
měříme elasticitu substituce výrobních faktorů. Tj. jak snadno lze nahradit jeden vstup 
druhým, abychom zachovali stejnou úroveň výstupu. Dalším faktorem vstupujícím 
do modelů je vliv technologického pokroku. Pro jednoduchost předpokládáme, ţe firma 
vyrábí pouze jeden druh výrobku. S modelem produkční funkce pak dále pokračujeme 
při modelování nákladů firmy. 
Praktický význam modelů produkčních funkcí je takový, ţe nám dává odpovědi 
na otázky typu 
 Jaká je efektivnost kaţdého z jednotlivých výrobních faktorů za neměnnosti 
zbylých výrobních faktorů? 
 Jaká je moţnost substituce výrobních faktorů? Jaké plynou důsledky, měníme-li 
faktory? 
 Jaký je vliv technického pokroku a know-how z výrobní, informační či 
komunikační sféry na dynamiku výroby? 
 Jaký bude výsledný objem výroby v závislosti na moţných kombinacích 
výrobních faktorů? Jak bychom měli výrobní proces optimalizovat? 
 Kolik potřebujeme jednoho výrobního faktoru, při neměnnosti jiných, abychom 
dosáhli předem stanoveného objemu výroby? 
 aj.3 
Vztah mezi vstupy a výstupy v modelu produkční funkce lze jednoduše zapsat 
následovně 
                                                 
3
 (Veselý, 2006) 
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 𝑞 = 𝑞(𝐾, 𝐿, 𝑀, … ), (15)  
kde 𝑞  je mnoţství produkce určité zboţí na dané období, 𝐾  je mnoţství pouţitého 
kapitálu v období, 𝐿  je mnoţství pouţité práce v období a 𝑀  je mnoţství pouţitého 
materiálu. Většinou si v modelech vystačíme pouze s proměnnými 𝐾  a 𝐿 . Třemi 
tečkami ve vztahu (15) dáváme prostor pro vstup dalších proměnných. Navíc, 
pouţíváme-li označení 𝑞, tak máme na mysli produkci firmy, pouţíváme-li 𝑄, tak máme 
na mysli produkci celého trhu. Takto popsanou produkční funkci je pak moţno 
maximalizovat, bez podmínek i s nimi, a najít tak optimální skladbu vstupů 
pro dosaţení cíle firmy, kterým zpravidla je maximalizace zisku. 
Dále v modelech produkčních funkcí většinou uvaţujeme následující (neoklasické) 
předpoklady: 
 
1) 𝑞 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … ≥  0,   ∀ 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … ≥ (0,0,0, … ), 
2) 𝑞 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , …  je konečná neklesající funkce 
3) 𝑞 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , …  má spojité parciální derivace aspoň 2. 








2 < 0 ∀𝑗 
(16)  
I kdyţ, jak uvidíme dále, lze uvaţovat modely produkčních funkcí, ve kterých můţe být 
produkční funkce klesající.  
3.1. PRODUKČNÍ FUNKCE S JEDNÍM VÝROBNÍM FAKTOREM 
Nejjednodušším typem produkční funkce je ten, ve kterém uvaţujeme pouze jediný 
výrobní faktor, který ovlivňuje mnoţství produkce. Předpokládáme, ţe mnoţství půdy 
ani kapitálu se nemění. Půda se povaţuje za neměnnou ve většině modelů produkce. 
Kapitál je zpravidla neměnný v krátkém období. Produkční funkce má tvar 
 𝑞 = 𝑞(𝐿). (17)  
Veličinu 𝐿 většinou měříme počtem pracovníku či mnoţstvím hodin vykonané práce. 
Abychom mohli pozorovat jak celkový produkt 𝑞 reaguje na změny mnoţství práce, 
potřebujeme zavést mezní veličiny. V případě jednofaktorového modelu můţeme 
sledovat pouze mezní produkt práce 𝑀𝑃𝐿. Ten je určen derivací produkce podle práce. 
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Definice 3.1 Mezní produkt práce je dán vztahem 
 𝑀𝑃𝐿 =  
d𝑞
d𝐿
= 𝑞′(𝐿). (18)  
Tato hodnota nám říká, jak rychle se mění produkce při pevně dané hodnotě práce 𝐿∗. 
K určení přibliţné změny produkce můţeme vyuţít diferenciálu funkce. Tedy 
pro určení přibliţného změny mnoţství produkce Δ𝑞, pokud zvýšíme mnoţství práce 
z 𝐿 na 𝐿 + d𝐿, můţeme psát 
 Δ𝑞 ≈ d𝑞 = 𝑞′ 𝐿 d𝐿 = 𝑀𝑃𝐿d𝐿 . (19)  
Je jasné, ţe při zvětšujícím se d𝐿  se aproximace stává více nepřesnou. Často se 
pro modelování produkčních funkcí pouţívají polynomy 3. stupně. Na následujícím 
příkladu si ukáţeme některé výše zmíněné vztahy. 
Příklad 3.1 Mějme danou produkční funkci ve tvaru 𝑞 = 4𝐿2 − 0,1𝐿3. Nejdříve určíme 
mezní produkt práce a pak jej vyčíslíme pro hodnoty práce 𝐿 = 2,5,10,15,20,30,35,40.  
Podle vztahu (18) je 𝑀𝑃𝐿  =  
d𝑞
d𝐿
= 8𝐿 − 0,3𝐿2 . Po dosazení různých hodnot práce 
dostáváme hodnoty 𝑀𝑃𝐿 (viz následující tabulka). 
𝑳 2 5 10 15 20 30 35 40 
𝑴𝑷𝑳 16,8 32,5 50 52,5 40 -30 -87,5 -160 
TABULKA 1 
 Jak lze vypočtené hodnoty interpretovat? Například hodnota 𝑀𝑃𝐿 10 =  50 nám říká, 
ţe rychlost změny produkce vzhledem k práci je při úrovni práce 10 rovna 50. Tj. ţe 
při 10 pracovnících se produkce mění 50 krát rychleji neţ práce. Z hodnot mezního 
produktu práce je patrné, ţe přírůstek produkce není kladný pořád. Nejprve mezní 
veličina roste. Největšího přírůstku produkce dosahujeme kolem hodnoty práce 15. 
Pro přesné určení je nutno spočítat maximum funkce mezního produktu. To je přibliţně 
rovno 13,33.  Poté uţ mezní produkt klesá a od určitého okamţiku je dokonce záporný 
(přesněji od hodnoty práce 26,66). Znamená to, ţe v tomto pásmu další přírůstek práce 
je uţ kontraproduktivní a způsobí pokles celé produkce. Pro lepší představu si ještě 




OBRÁZEK 1 – JEDNOFAKTOROVÝ MODEL PRODUKČNÍ FUNKCE  
 V grafu je vyznačena jak celková produkce, tak i křivka mezního produktu práce. 
Z grafu jsou patrné některé souvislosti. Maxima produkce dosahujeme v bodě, kdy 
mezní produkt je roven 0. Tam, kde je mezní produkt kladný, celková produkce roste, 
naopak tam, kde je záporný, celková produkce klesá. Stanovme ještě přibliţnou změnu 
produkce, změní-li se hodnota práce z 20 na 22. 
Vyuţijeme vztahu (19), dle kterého dostáváme pro hodnoty 𝐿 = 20 a d𝐿 = 2 hodnotu 
přibliţné změny produkce  d𝑞 =  𝑀𝑃𝐿d𝐿 =  8𝐿 − 0,3𝐿
2 d𝐿 = 40 ∗ 2 = 80 . Takţe 
produkce pro práci 𝐿 = 22  je přibliţně rovna 800 + 80 , kde 800 = 𝑞(20) . 
Pro srovnání skutečná změna produkce Δ𝑞 je rovna 𝑞 22 −  𝑞 20 = 871,2 − 800 =
71,2.  
Výše jsme si naznačili, ţe jednofaktorová produkční funkce vyznačuje určité vlastnosti. 
Tyto vlastnosti popisuje zákon klesajících výnosů. Ten říká, ţe za jinak neměnných 
okolností, pokud postupně roste některý ze vstupů, tak přírůstky výstupu budou 
od určitého bodu klesat. To znamená, ţe v případě jednofaktorového modelu bude 
celková produkce nejprve s rostoucím mnoţstvím práce růst. Pak ale nastane situace, 
kdy se růst zlomí a celkový produkt začne s rostoucím mnoţstvím vyuţité práce klesat. 
Na křivce produkční funkce lze v tomto typickém případě vymezit jednotlivé části 
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(viz Obrázek 2). V intervalu (0,𝐿0) celkový produkt roste. Kaţdá další pouţitá jednotka 
práce přináší více produkce neţ předchozí jednotka práce (𝑀𝑃𝐿 > 0, 𝑀𝑃𝐿
′ > 0). V bodě 
𝐿0  dochází ke zlomu. Od tohoto bodu jiţ zapojení dalších jednotek práce postupně 
přináší méně a méně přírůstku produkce (𝑀𝑃𝐿 > 0, 𝑀𝑃𝐿
′ < 0). V bodě 𝐿1  je mezní 
produkt práce nulový. Zapojíme-li do výrobního procesu více jednotek práce neţ je 𝐿1, 
tak celková produkce bude uţ jen klesat (𝑀𝑃𝐿 < 0, 𝑀𝑃𝐿
′ < 0). Je zřejmé, ţe bod 𝐿0 je 
inflexním bodem křivky produkce a bod 𝐿1 je bodem maxima křivky produkce.   
 
OBRÁZEK 2 - ZÁKON KLESAJÍCÍCH VÝNOSŮ 
 V praxi se můţeme setkat i s modely produkčních funkcí, ve kterých je do určitého 
bodu 𝑀𝑃𝐿 konstantní či 𝑀𝑃𝐿
′ < 0 uţ od počátku. 
Další charakteristikou produkční funkce je průměrný produkt práce 𝐴𝑃𝐿.  





 . (20)  
Je to základní ukazatel, jenţ hodnotí produktivitu práce. Nejvyšší produktivity tedy 








Důkaz: Vyuţijeme nutné podmínky prvního řádu pro bod maxima 𝐴𝑃𝐿. V 𝐿
∗musí platit, 
ţe 𝐴𝑃𝐿
′ (𝐿∗) = 0. Tedy 
𝐴𝑃𝐿




















Z předchozího vztahu plyne, ţe kdyţ 𝐴𝑃𝐿 roste  𝐴𝑃𝐿
′ > 0 , tak 𝑀𝑃𝐿 > 𝐴𝑃𝐿 . Kdyţ 𝐴𝑃𝐿 
dosahuje maxima, tak při pouţití hodnoty 𝐿∗dostáváme rovnost 𝑀𝑃𝐿(𝐿
∗) = 𝐴𝑃𝐿(𝐿
∗). 
A pokud 𝐴𝑃𝐿  klesá, tak 𝑀𝑃𝐿 > 𝐴𝑃𝐿 . Takţe v bodě maxima 𝐴𝑃𝐿  se funkce 𝑀𝑃𝐿  a 𝐴𝑃𝐿 
protínají.  
Platnost zákona ověříme i graficky, a to na produkční funkci z příkladu 3.1. 
 
OBRÁZEK 3 - AP; MP - JEDNOFAKTOROVÝ MODEL  
3.2. PRODUKČNÍ FUNKCE SE DVĚMA VÝROBNÍMI FAKTORY 
V této části se zaměříme na to, jakým způsobem se modeluje výrobní proces, 
uvaţujeme-li 2 výrobní faktory. Proto se předpis produkční funkce změní oproti 
předchozímu na 
 𝑞 = 𝑞(𝐾, 𝐿). (21)  
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Pouţití dvou výrobních faktorů nám ještě ponechává moţnost vztahy názorně 
demonstrovat na grafech. Při pouţití více neţ dvou proměnných by toto moţné nebylo. 
U produkční funkce (21) má smysl sledovat některé charakteristiky. A to zejména 
průměrný produkt práce a průměrný produkt kapitálu. Obě dvě charakteristiky říkají, 
jaký je průměrný výstup na jednotku výrobního faktoru. 




  (22)  




 . (23)  
Sledujeme-li změnu celkové produkce firmy v závislosti na změně kapitálu, hovoříme 
o mezním produktu kapitálu. 




= 𝑓𝐾. (24)  
Tento ukazatel nám říká, o kolik se zvětší celkový produkt, pouţijeme-li další jednotku 
kapitálu. Obdobně je definován mezní produkt práce. Ten nám říká, o kolik se zvedne 
celkový produkt, zaměstnáme-li další jednotku práce. Definice je analogická. 




= 𝑓𝐿. (25)  
Výše definované mezní produkty nejsou pořád stejné. Záleţí na mnoţství pouţitých 
faktorů. To je zřejmé. Představme si kancelář pojistné matematiky v jakékoliv 
pojišťovně. V současném stavu tam pracuje 20 zaměstnanců a kaţdý má k dispozici 
svůj počítač, telefon a společné 3 tiskárny. Při této kombinaci práce a kapitálu 
vyprodukují určité mnoţství práce. Budeme-li zaměstnávat dalšího matematika, tak se 
mnoţství práce asi zvýší, ale třeba uţ na něj nezbude počítač. Zaměstnáme-li druhého, 
tak vzhledem k malému počtu počítačů, nebude mít kde pracovat a mnoţství odvedené 
práce se rozhodně nezvýší. Kdyţ přidáme několik dalších, tak se do kanceláře ani 
nevejdou a budou si překáţet. V tomto případě uţ celková práce bude pod úrovní 
původního stavu. Stejně tak při zvyšování počtu počítačů a tiskáren se budou přírůstky 
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práce sniţovat a časem přejdou do záporných hodnot. Tyto vlastnosti lze matematicky 
popsat. To, ţe celkový produkt roste, dosáhne vrcholu a pak klesá, znamená, ţe má 














= 𝑓𝐿𝐿 < 0. 
(26)  
 
Jak jiţ bylo zmíněno, hojně se pouţívají produkční funkce homogenní ve stupni 1. 
K takovým funkcím se váţou tři zajímavé vlastnosti. 
Věta 3.2 Nechť 𝑞 = 𝑓(𝐾, 𝐿) je lineárně homogenní produkční funkce. Pak průměrný 





Důkaz: Nejdříve vynásobíme obě strany funkce 𝑞 = 𝑓(𝐾, 𝐿)  hodnotou 𝑗 =
1
𝐿
 . Díky 
lineární homogenitě se celý výstup 𝑞 změní na  
𝑞
𝐿







 = 𝑓  
𝐾
𝐿
, 1 = 𝑓 𝑘, 1 .  





= 𝑓 𝑘, 1 = 𝜙 𝑘 . (27)  
Tedy průměrný produkt práce je závislý pouze na poměru kapitálu a práce. Obdobně lze 












. (28)  
Ze závislosti průměrných produktů na hodnotě 𝑘 je zřejmé, ţe dokud je poměr kapitálu 
a práce stejný, nehledě na absolutní velikosti, tak průměrné produkty budou konstantní.  
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Věta 3.3 Nechť 𝑞 = 𝑓(𝐾, 𝐿)  je lineárně homogenní produkční funkce. Pak mezní 


































= 𝐿 𝜙 𝑘 . 







 𝐿𝜙(𝑘) = 𝐿
𝜕𝜙 𝑘 
𝜕𝐾
= 𝐿 𝜙′ 𝑘  
1
𝐿








 𝐿𝜙(𝑘) = 𝜙 𝑘 + 𝐿
𝜕𝜙 𝑘 
𝜕𝐿
= 𝜙 𝑘 +  𝐿 𝜙′ 𝑘  −
𝐾
𝐿2
 = 𝜙 𝑘 −  𝑘𝜙′ 𝑘 . 
(30)  
Vidíme, ţe obě charakteristiky jsou opravdu funkcemi poměru kapitálu a práce. Stejně 
jako průměrné produkty, tak i mezní produkty zůstanou neměnné, dokud je poměr 
kapitálu a práce stejný. Poslední vlastností je tzv. Eulerův teorém. 
Věta 3.4 (Eulerův teorém) Nechť 𝑞 = 𝑓(𝐾, 𝐿)  je lineárně homogenní produkční 















= 𝐾𝜙′ 𝑘 +  𝐿 𝜙 𝑘 −  𝑘𝜙′ 𝑘  =  𝐾𝜙′ 𝑘 + 𝐿𝜙 𝑘 − 𝐾𝜙′ 𝑘 = 𝑞 . 
Zde si všimněme, ţe vztah platí pro jakékoliv hodnoty 𝐾 a 𝐿. Eulerův teorém nám říká, 
ţe hodnota lineární produkční funkce můţe být vyjádřena součtem sloţek, které jsou 
určeny součinem mnoţství pouţitého výrobního faktoru a parciální derivace produkční 
funkce podle pouţitého výrobního faktoru. V neposlední řadě bychom si měli uvědomit 






= 𝑞 , který platí pro lineární homogenní funkce a 
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d𝐿 = d𝑞, který platí pro jakoukoliv funkci 
𝑞 = 𝑓(𝐾, 𝐿)4. 
Mezi další ukazatele, které popisují vztah mezi celkovou produkcí a jednotlivými 
výrobními faktory, řadíme tzv. koeficient pružnosti produkce vzhledem ke kapitálu a 
koeficient pružnosti produkce vzhledem k práci.  
Definice 3.6 Koeficient pruţnosti produkce vzhledem ke kapitálu je dán vztahem  





 . (31)  
Koeficient pruţnosti produkce vzhledem k práci je dán vztahem 





 . (32)  
Tyto dva koeficienty nám měří poměr relativní změny produkce při relativní změně 
vstupního faktoru.  
Dále nás určitě zajímá moţnost náhrady jednoho výrobního faktoru druhým, aniţ by 
došlo ke změně produkce. Křivka vyjadřující kombinace vstupních faktorů, při kterých 
je zachována celková úroveň produkce se nazývá izokvanta. Existuje několik základních 
druhů izokvant (viz následující obrázky).  
 
OBRÁZEK 4 - ČÁSTEČNĚ SUBSTITUČNÍ  PRODUKČNÍ FUNKCE  
                                                 
4
 (Chiang, 1984) 
36 
 
Na prvním obrázku vidíme produkční funkci, ve které jsou výrobní faktory tzv. částečně 
substituční. Znamená to, ţe k vyprodukování daného mnoţství produkce, např. 𝑞1, jsou 
nutné oba dva výrobní faktory, ale tyto faktory je moţno vzájemně nahrazovat. Dle 
sklonu izokvant pozorujeme, ţe náhrada výrobních faktorů není ve všech moţných 
kombinacích, zaručujících produkci 𝑞1 stejná. Při nízkých hodnotách pouţité práce, je 
více a více náročnější nahradit kaţdou jednotku práce kapitálem. Blíţe si popíšeme 
v další části.   
 
OBRÁZEK 5 – DOKONALE SUBSTITUČNÍ  PRODUKČNÍ FUNKCE  
V případě dokonale substituční produkční funkce je moţno vyprodukovat jakoukoliv 
produkci s vyuţitím pouze jednoho výrobního faktoru. Poznáme dle toho, ţe izokvanty 
se dotýkají souřadnicových os. Tento model je spíše teoretický. Jen těţko si lze 
představit, ţe by produkce mohla být tvořena pouze prací s absencí jakéhokoliv 
kapitálu, či naopak.   
 
OBRÁZEK 6 - KOMPLEMENTÁRNÍ PRODUKČNÍ FUNKCE  
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Jiným extrémním příkladem je model komplementární produkční funkce. V tomto 
modelu záleţí na poměru výrobních faktorů. Nezvyšujeme-li mnoţství práce a kapitálu 
v přesně stanoveném poměru, nebudeme schopni vyprodukovat vyšší mnoţství 
produkce. 
Jak jsme jiţ naznačili, otázku náhrady práce kapitálem a naopak, při zachování stejné 
úrovně produkce, řeší ukazatel, který nazýváme mezní míra technické substituce (MRTS 
– marginal rate of technical substitution). K odvození tohoto ukazatele můţeme vyuţít 
totálního diferenciálu. Předpokládejme, ţe celkové mnoţství produkce se nemění. 






d𝐿 = 0. Odtud 












. (33)  
MRTS je pak rovna poměru a je aţ na znaménko stejná. Záporné znaménko vyjadřuje 
směr změny, tj. pokles. 
 𝑀𝑅𝑇𝑆(𝐿, 𝐾) =  
𝑀𝑃𝐿
𝑀𝑃𝐾
. (34)  
𝑀𝑅𝑇𝑆(𝐿, 𝐾) nám říká, o kolik by se přibliţně měl změnit kapitál 𝐾, sníţíme-li mnoţství 
pouţité práce 𝐿  o jednotku, chceme-li zachovat stávající mnoţství produkce. 
𝑀𝑅𝑇𝑆(𝐾, 𝐿) naopak udává, kolik práce je nutno přidat, abychom zajistili produkci, 
sníţíme-li mnoţství pouţitého kapitálu o jednotku. Názornější vysvětlení nám poskytne 




OBRÁZEK 7 - ODVOZENÍ MRTS  
Při poklesu mnoţství pouţité práce o jednotku je nutno, k zachování úrovně produkce, 
zajistit zapojení dalších Δ𝐾 jednotek kapitálu. Pro odhad tohoto mnoţství vyuţijeme 
diferenciálu d𝐾. V trojúhelníku, v němţ d𝐾 tvoří, jednu z odvěsen platí 𝑡𝑔 180 − 𝛼 =
d𝐾
1
= d𝐾.  Takţe d𝐾 je roven směrnici tečny 𝑡 aţ na znaménko. Směrnici spočítáme 








Pokud bychom uvaţovali jinou změnu neţ jednotkovou, lze psát 
 Δ𝐾 ≈ d𝐾 = −𝑀𝑅𝑇𝑆 d𝐿, (35)  
kde při poklesu mnoţství práce je d𝐿 je kladné, a proto jsme ve vzorci pouţili záporné 
znaménko, abychom zajistili, ţe d𝐾 = 𝐾0 −  𝐾1  bude záporné. Obdobně lze sestrojit 
i opačný vztah pro d𝐿5. 
 d𝐿 = −
1
𝑀𝑅𝑇𝑆
 dK. (36)  
Čím více substituujeme práci kapitálem, tím více se 𝑀𝑅𝑇𝑆(𝐿, 𝐾) roste. Tj. k nahrazení 
další jednotky práce kapitálem je potřeba více kapitálu, neţ pro nahrazení předchozí 
                                                 
5
 (Mezník, 2011) 
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jednotky práce. Analogicky můţeme vyslovit tvrzení i o náhradě kapitálu prací. 
Z uvedeného mimo jiné vyplývá, ţe izokvanty jsou konvexní. Přičemţ s rostoucí 
zakřiveností izokvant, je moţnost substituce omezenější (viz Obrázek 8). Na obrázku 
podle zvětšující se šipky vidíme, ţe nutné doplnění kapitálu při poklesu práce o d𝐿 roste 
úměrně sklonu izokvant.            
 
OBRÁZEK 8 - RŮZNÉ SKLONY IZOKVANT 
Nevýhodou přístupu MRTS je závislost na jednotkách, ve kterých měříme mnoţství 
vstupů. Proto někdy pro určení míry substituce výrobních faktorů pouţíváme další 
ukazatel, který je na jednotkách nezávislý. Je jím tzv. pružnost substituce 𝜎.  




















d 𝑀𝑇𝑅𝑆(𝐾, 𝐿) 
𝑀𝑇𝑅𝑆(𝐾, 𝐿)
 
𝜎 ∈< 0, ∞).  
 
(37)  
Tento ukazatel měří relativní změnu poměru dvou výrobních faktorů, která je vztaţená 
k relativní změně jejich MRTS. Říká nám, jak snadná (obtíţná) je záměna výrobních 
faktorů v okolí daného bodu izokvanty, při zachování stejné úrovně produkce. 
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Ekonomický význam je následující. Je-li izokvanta málo zakřivená, tak je záměna 




, jeţ dosáhneme pomocí posunu po izokvantě, vyvolá relativně malou změnu 
v 𝑀𝑅𝑇𝑆(𝐿, 𝐾). A tím pádem je i 𝜎 relativně vysoká. Naopak při výrazně zakřiveném 
tvaru izokvanty je relativní změna v podílu 
𝐾
𝐿
 mnohem menší neţ relativní změna 
𝑀𝑅𝑇𝑆(𝐿, 𝐾), proto je 𝜎  relativně nízká. Extrémní jsou hodnoty 0 a ∞ . Těch můţe 
pruţnost substituce nabývat v těchto případech.  
 Hodnota 0 odpovídá nemoţnosti substituce výrobních faktorů při zachování 
stejné úrovně produkce. Tudíţ se dostáváme na případ komplementární 
produkční funkce, jeţ nám dokumentuje Obrázek 6. 
 Hodnota ∞  naopak znamená dokonalou (neomezenou) substituci výrobních 
faktorů. Tato situace nastává v případě dokonale substituční produkční funkce, 
jak nám ji znázorňuje Obrázek 5. 
V reálných případech se tyto dva příklady vyskytují zřídka a většinou se setkáme 
s hodnotami 0 < 𝜎 < ∞. Na mikroúrovni se s nimi ale můţeme relativně často setkat6. 
3.3. COBB-DOUGLASOVA PRODUKČNÍ FUNKCE  
Cobb-Douglasova produkční funkce (CDPF) uvaţuje dva vstupní faktory, a to mnoţství 
pouţitého kapitálu a mnoţství vyuţité práce. Základní tvar CDPF je následující  
 𝑞 = 𝑞 𝐿, 𝐾 = 𝐴𝐿𝛼𝐾𝛽 , (38)  
přičemţ 𝐴, 𝛼, 𝛽 jsou kladné konstanty a navíc 𝛼, 𝛽 < 1. Poţadavky na parametry 𝛼, 𝛽 
plynou z předpokladů (16). 
Příklad 3.2 Odvození poţadavků na parametry CDPF. Z předpokladu neklesajícího 
charakteru produkční funkce nám plyne 
𝜕𝑞
𝜕𝐿
> 0 ⟺ 𝐴𝛼𝐿𝛼−1𝐾𝛽 > 0,   
přičemţ hodnoty 𝐴, 𝐿𝛼−1, 𝐾𝛽  jsou všechny kladné. Nutně tedy i 𝛼  musí být kladná. 
Analogicky lze odvodit i pro parametr 𝛽. Z předpokladu konkávnosti produkční funkce 
(tj. ţe hodnoty nerostou nade všechny meze) odvodíme druhou podmínku pro 𝛼 a 𝛽. 
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< 0 ⟺ 𝐴𝛼 𝛼 − 1 𝐿𝛼−2𝐾𝛽 < 0. 
Hodnoty 𝐴, 𝛼, 𝐿𝛼−2, 𝐾𝛽  jsou všechny kladné. Proto  𝛼 − 1 < 0  a tím pádem 𝛼 < 1 . 
Analogicky lze odvodit pro 𝛽. 
CDPF byly poprvé publikovány v roce 1939. Vyuţívají se proto, ţe dokáţou modelovat 
ekonomickou zákonitost, o které jsme se zmínili na konci druhé na začátku třetí 
kapitoly. Jde o vlastnost, ţe celkový výstup se proporcionálně mění, měníme-li 
proporcionálně jednotlivé vstupní faktory, zde práci a kapitál. O tom, ţe tomu tak je, se 
lehce přesvědčíme. Změníme-li oba vstupy 𝑘-krát, dostáváme 
 𝑞 𝑘𝐿, 𝑘𝐾 = 𝐴 𝑘𝐿 𝛼 𝑘𝐾 𝛽 = 𝐴𝑘𝛼+𝛽𝐿𝛼𝐾𝛽 = 𝑘𝛼+𝛽𝑞 𝐾, 𝐿 . (39)  
Celkový výstup se změnil 𝑘𝛼+𝛽-krát. Dle hodnoty součtu 𝛼 + 𝛽 pak rozhodneme, jestli 
daná produkční funkce realizuje    
 Konstantní výnosy z rozsahu – v případě, ţe 𝛼 + 𝛽 =  1 , tj. proporcionální 
změna produkce je stejná jako proporcionální změna vstupů 
 Klesající výnosy z rozsahu – kdyţ 𝛼 + 𝛽 < 1 , tj. proporcionální změna 
produkce je niţší neţ proporcionální změna vstupů 
 Rostoucí výnosy z rozsahu – je-li 𝛼 + 𝛽 > 1 , tj. proporcionální změna 
produkce je vyšší neţ proporcionální změna vstupů 
Vidíme, ţe CDPF je homogenní ve stupni 𝛼 + 𝛽. Parametr 𝐴 určuje úroveň produkce. 
Lze jej pouţít jako tzv. parametr efektivity. V čase se tento parametr můţe měnit. 
Graficky lze změnu parametru efektivity vyjádřit pomocí posunu izokvant (viz Obrázek 
4 a posun z izokvanty 𝑞0 na 𝑞1). 
Příklad 3.3 Tento příklad slouţí pro ilustraci základních modelů CDPF při různých 
hodnotách 𝛼 a 𝛽. Nejdříve se podíváme na to, jak se mění tvar CDPF jestliţe postupně 
měníme důleţitost jednoho výrobního faktoru a druhý výrobní faktor ponecháme 
neměnný. Jinými slovy budeme postupně navyšovat hodnotu 𝛽  při 𝛼  konstantní 
(viz Obrázek 9). Výchozí model je dán následovně: 
 𝑞 = 2𝐿𝛼𝐾𝛽 ,   𝐿 ∈< 0,2 >, 𝐾 ∈< 0,2 >. (40)  
Volba parametrů 𝛼 a 𝛽 je znázorněna v následující tabulce. 
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Část obrázku Hodnota parametru 𝜶 Hodnota parametru 𝜷 
A) 0,3 0,1 
B) 0,3 0,4 
C) 0,3 0,7 
D) 0,3 1,0 
TABULKA 2 
V situaci A) je patrné, ţe produkce roste zejména ve směru podle proměnné 𝐿, zatímco 
ve směru dle proměnné 𝐾 roste jen velmi pozvolna. Rovněţ si povšimneme, ţe nejvíce 
produkční funkce roste pro malé hodnoty práce. Poţadované vlastnosti (konkávnost 
a neklesající charakter) jsou zachovány. Podíváme-li se dále na situace B) a C) 
pozorujeme, v souladu s očekáváním, rostoucí význam hodnot kapitálu. V situaci C) je 
růst ve směru proměnné 𝐾 jiţ mnohem významnější neţ v situaci A). Situace D) je jiţ 
krajním případem, jelikoţ parametr 𝛽  zde nabývá hodnoty 1. To znamená, ţe růst 
produkční funkce ve směru proměnné 𝐾 je lineární a tím pádem hodnoty produkční 
meze rostou nade všechny meze. Coţ jsme ale v předpokladech zamítli.   
 
OBRÁZEK 9 - DYNAMIKA ZMĚNY 𝛽 U CDPF 
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Dále se zaměříme na výnosy z rozsahu. Bude nás zajímat to, jakým způsobem se mění 
celková produkce, dosahuje-li produkční funkce klesající, lineární či rostoucí výnosy 
z rozsahu. Pouţijeme model 
 𝑞 = 2𝐿𝛼𝐾𝛽 ,   𝐿 ∈< 0,10 >, 𝐾 ∈< 0,10 > (41)  
 
Část obrázku Hodnota parametru 𝜶 Hodnota parametru 𝜷 Výnosy z rozsahu 
A) 0,2 0,5 Klesající 
B) 0,2 0,8 Konstantní 
C) 0,6 0,8 Rostoucí 
TABULKA 3 
V obrázku jsou vyznačeny hodnoty produkce (hodnota Z) při úrovních vyuţitých 
výrobních faktorů (X,Y). Ve všech 3 případech jsme znázornili dvojnásobení obou 
vstupů z hodnot 5 na 10. Vliv výnosů z rozsahu je jiţ na první pohled zřejmý. V situaci 
A) je účinek zdvojnásobení vstupů opravdu menší neţ dvojnásobný. V případě B) 
přineslo zdvojnásobení vstupů přesně dvojnásobnou produkci. Konečně v případě C) 
byl efekt zdvojnásobení vstupů více neţ dvojnásobný. Přesněji, dle vztahu (39) 
A) 𝑞 2 ∗ 5,2 ∗ 5 = 2 2 ∗ 5 0.2 2 ∗ 5 0.5 = 2 ∗ 20.750.250.5 = 20.7𝑞 5,5 =
           20.7 ∗ 6,17 = 𝟏𝟎, 𝟎𝟐 
B) 𝑞 2 ∗ 5,2 ∗ 5 = 2 2 ∗ 5 0.2 2 ∗ 5 0.8 = 2 ∗ 2150.250.8 = 21𝑞 5,5 =
           21 ∗ 10 = 𝟐𝟎 
C) 𝑞 2 ∗ 5,2 ∗ 5 = 2 2 ∗ 5 0.6 2 ∗ 5 0.8 = 2 ∗ 21.450.650.8 = 21.4𝑞 5,5 =




OBRÁZEK 10 - SROVNÁNÍ VÝNOSŮ Z ROZSAHU 
Z uvedených příkladů vyplývá, ţe některé charakteristiky CDPF 𝑞 = 𝐴𝐿𝛼𝐾𝛽  jsou přímo 
závislé na hodnotách parametrů 𝛼 a 𝛽. Pro potvrzení domněnky si je určíme.  
 

































Hodnoty mezních produktů jsou opravdu přímo závislé na parametrech 𝛼 a 𝛽. Tj. čím 
větší hodnota parametru, tím větší mezní produkt, tím větší je i derivace ve směru a tím 
více je produkční funkce rostoucí v tomto směru. Nicméně i hodnoty MRTS nás mohou 
zajímat. Jak vidíme na předchozím odvození i MRTS je závislá na hodnotách 𝛼 a 𝛽. 
Příklad 3.4 Určete MRTS v modelu 𝑞 = 2𝐿0.5𝐾0.5,   𝐿 ∈< 0,10 >, 𝐾 ∈< 0,10 > 
pro hodnotu produkce 𝑞 = 10  v bodech  𝐿, 𝐾 =  8,3 ,  5,5  a  3,8 . Vyuţijeme vztah 
pro MRTS ze souboru rovnic (42). 














    Všimněme si, ţe údaj o velikosti produkce je v tomto případě zbytečný. MRTS 
spočítáme i bez něj. Nicméně právě této hodnotě produkce odpovídá izokvanta, jeţ je 
spolu s trojúhelníky zaznačena (Obrázek 11). 
 
OBRÁZEK 11 - MRTS PRO IZOKVANTU Q=10 
  









d 𝑀𝑇𝑅𝑆(𝐿, 𝐾) 
𝑀𝑇𝑅𝑆(𝐿, 𝐾)
= d  ln
𝐾
𝐿
 : d ln𝑀𝑅𝑇𝑆 =  d  ln
𝐾
𝐿




= d  ln
𝐾
𝐿







S ohledem na to, ţe výraz d  ln
𝛼
𝛽
 = 0, pak vychází 
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 𝜎 =  d  ln
𝐾
𝐿
 : d  ln
𝐾
𝐿
 = 1. (43)  
Ukázali jsme, ţe hodnota pruţnosti substituce je u CDPF vţdy rovna 1. Tudíţ 




pro 𝛼 = 𝛽 = 0,5  lze relativní růst jednoho výrobního faktoru kompenzovat stejným 
relativním poklesem faktoru druhého. Tím jsme si připravili vstup do další kapitoly, 
ve které se budeme zabývat speciálními případy produkčních funkcí7. 
3.4. CES FUNKCE 
V roce 1961 byly publikovány produkční funkce obecnějšího typu neţ CDPF. Jedná se 
o tzv. CES produkční funkce. (CES – constant elasticity of substitution). Tyto produkční 
funkce mají tu vlastnost, ţe pruţnost substituce výrobních faktorů 𝜎 je v kaţdém bodě 
izokvant neměnná. Matematický model je následující 
 𝑞 = 𝐴  1 − 𝛼 𝐿−𝛽 + 𝛼𝐾−𝛽  
−
1
𝛽 , (44)  
kde 𝐴 > 0,0 < 𝛼 < 1, −1 < 𝛽 ≠ 0. Parametr 𝛼 určuje váhu jednotlivých faktorů (resp. 
určuje tvar produkční funkce). Parametr 𝛽 určuje tvar produkční funkce a je nepřímo 
úměrný pruţnosti substituce výrobních faktorů.  
Věta 3.5 Ryzí CDPF 𝑞 = 𝐴𝐿1−𝛼𝐾𝛼  je speciálním případem CES produkční funkce 
(44). 
Důkaz: Vyjdeme z funkčního předpisu CES produkční funkce a úpravami odvodíme, 
ţe v limitním přechodu pro 𝛽 → 0, získáme právě předpis ryzí CDPF. Nejprve celý 
předpis zlogaritmujeme a upravíme 
ln𝑞 = ln  𝐴  1 − 𝛼 𝐿−𝛽 + 𝛼𝐾−𝛽  
−
1




=   ln𝐴 +
1
−𝛽
ln  1 − 𝛼 𝐿−𝛽 + 𝛼𝐾−𝛽  . 










ln  1 − 𝛼 𝐿−𝛽 + 𝛼𝐾−𝛽  . 
                                                 
7
 (Hanzlíček, 2008) 
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Dostáváme limitu s neurčitým výrazem typu 
0
0
. Proto vyuţijeme l’Hospitalova pravidla. 
Pro úplnost si jej zopakujeme. 
Věta 3.6 (l’Hospitalovo pravidlo) 
Nechť funkce 𝑓 a 𝑔 jsou definovány na okolí bodu 𝑐. Jestliţe mají funkce 𝑓 a 𝑔 limitu 











Vrátíme se k výpočtu limity, přičemţ dostáváme 
 lim𝛽→0





 1−𝛼 𝐿−𝛽 +𝛼𝐾−𝛽
  1−𝛼 𝐿−𝛽 ln𝐿(−1)+𝛼𝐾−𝛽 ln𝐾(−1) 
−1
=
        =  1 − 𝛼 ln𝐿 + 𝛼ln𝐾, 
protoţe pro 𝛽 → 0 jsou členy 𝐿−𝛽 a 𝐾−𝛽  rovny 1. Celkově tedy získáváme výraz 
ln𝑞 = ln𝐴 +  1 − 𝛼 ln𝐿 + 𝛼ln𝐾. 
Nyní jiţ stačí celou rovnici odlogaritmovat a získáme tak předpis CDPF. 
 
Kromě CES produkčních funkcí samozřejmě existují i produkční funkce, kde se je 
pruţnost substituce mění při posunech po libovolné izokvantě. Tyto se nazývají VES 
produkční funkce (VES – variable elasticity of substitution). Typ VES produkční 
funkce, ve které se mění pruţnost substituce s proporcí výrobních faktorů, navrhli Sato 
a Hoffman (1968). Jinou, ve které se pruţnost substituce mění v závislosti na čase, 
sestrojili Lee a Fletcher (1968). Do třídy VES produkčních funkcí patří 




                                                 
8
 (Hušek, 2003) 
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Stejně jako u CDPF je zajímavé si povšimnout, jak je tvar CES produkční funkce 
ovlivněn svými parametry. Parametr 𝐴, jeţ ovlivňuje úroveň produkce, nás v tuto chvíli 
zajímá nejméně. Vliv parametrů 𝛼 a 𝛽 popisuje následující příklad a Obrázek 12. 
Příklad 3.5 Pro model 𝑞 = 2  1 − 𝛼 𝐿−0.5 + 𝛼𝐾−0.5 −
1
0.5  sestrojte grafy produkční 
funkce pro 𝛼 = 0,8 a 𝛼 = 0,5.  
Zatímco v pravé části obrázku je postavení výrobních faktorů v rovnováze a tím pádem 
i graf produkční funkce je symetrický. V levé části obrázku se jasně projevuje 
dominance proměnné 𝐿, a to zejména při nízkých hodnotách. Lze vyvodit závěr, ţe čím 
vyšší hodnota 𝛼, tím „více je produkce konkávní“ ve směru proměnné 𝐿 (𝛼 je parametr 
tvaru produkční funkce). 
. 
 
OBRÁZEK 12 - CES PF, VLIV 𝛼 
 Jak jiţ bylo v úvodu kapitoly uvedeno, parametr  𝛽  je nepřímo úměrný hodnotě 
pruţnosti substituce výrobních faktorů. Proto si vykreslíme grafy CES produkčních 
funkcí, které budou funkcí parametru 𝛽 (Obrázek 13). Hodnoty parametrů jsou zapsány 
v následující tabulce. Pouţijeme stejný model jako v první části příkladu, s tím 
rozdílem, ţe nyní dosazujeme za 𝛼 i 𝛽. 
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Část obrázku Hodnota parametru 𝜶 Hodnota parametru 𝜷 
A) 0,5 -0,9999 
B) 0,5 -0,5 
C) 0,5 0,001 
D) 0,5 3 
E) 0,5 6 
F) 0,5 60 
TABULKA 4 
V části A) obrázku je znázorněna CES produkční funkce, jejíţ izokvanty jsou příkladem 
dokonale substituční produkční funkce. Představíme-li si řez rovinou, odpovídající 
určité hodnotě produkce 𝑞0, dostaneme izokvantu ve tvaru úsečky (viz Obrázek 5). Se 
zvyšující se hodnotou 𝛽 se pak tvar izokvant mění. V případech B) a C) mají izokvanty 
tvar hyperbol. Roste-li 𝛽 dále, tak se hyperboly postupně mění na tvar, který odpovídá 
druhému extrémnímu případu izokvant. To lze pozorovat v případě F), kde izokvanty 
jsou téměř komplementárního tvaru (viz Obrázek 6). 
 
OBRÁZEK 13 – DYNAMIKA ZMĚNY 𝛽 U CES PF  
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Graficky jsme si potvrdili, ţe parametr 𝛽  opravdu ovlivňuje tvar CES produkčních 




 . (45)  
Dosazením do vzorce (45) v případě A) dostáváme 𝜎 =
1
1−0,9999
= 10000 . Takţe 
opravdu jsou výrobní faktory lehce nahraditelné. V limitním případě pro 𝛽 → −1 bude 
𝜎 = ∞ a získáme tak dokonale substituční produkční funkci. Na CDPF se dostaneme 
v limitě pro 𝛽 → 0. Pruţnost substituce pak bude rovna 1 (viz (43)). Komplementární 
produkční funkce má pruţnost substituce nulovou. Té docílíme pokud 𝛽 → ∞. 
3.5. DYNAMICKÉ MODELY PRODUKČNÍCH FUNKCÍ 
Doposud jsme uvaţovali modely produkčních funkcí, které byly stále v čase. 
Neuvaţovali jsme rozvoj vědy a techniky a s tím spojené nové a efektivnější 
technologie. Tyto technologie spolu se zvýšenou kvalifikací zaměstnanců působí v čase. 
Organizace výroby se rovněţ postupně zdokonaluje. Všechny tyto okolnosti pak vedou 
k lepšímu vyuţití výrobních faktorů. Z toho vyplývá, ţe se v čase mění nejen samotné 
parametry produkční funkce, ale i její funkční předpis. Navíc, kromě zvyšující se 
kvantity, se obvykle zvyšuje i kvalita výrobků. Dynamické modely produkčních funkcí 
by tyto aspekty měly zachycovat.  
Při zkoumání vědecko-technického pokroku by nás v modelu dvoufaktorové produkční 
funkce mělo zajímat i to, jestli a jak se mění základní vztahy mezi výrobními faktory 
v čase. Či jsou MRTS nebo pruţnost substituce výrobních faktorů stále stejné, nebo 
jestli se mění stupeň homogenity funkce. V závislosti na tom, jak pokrok ovlivňuje tyto 
vztahy, rozlišujeme neutrální a neneutrální technický pokrok. 
 Neutrální technický pokrok – mění pouze objem výroby, 
 Neneutrální technický pokrok – mění relace mezi výrobními faktory. 
Z jiného úhlu pohledu rozlišujeme 
 Zpředmětněný (zhmotnělý) technický pokrok – jeho působení je přímo spojeno 
s kvalitou nebo efektivností výrobních faktorů 
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Dynamický model dvoufaktorové produkční funkce pak vypadá následovně 
 𝑞 = 𝑞 𝐾, 𝐿, 𝑡 , (46)  
kde nám oproti předchozímu modelu přibyla časová proměnná 𝑡. Přičemţ hodnoty 𝐾 i 𝐿 













′ , (47)  
kde první dva sčítance vyjadřují změny objemu výroby v důsledku změny mnoţství 
vyuţívaných výrobních faktorů. Poslední člen udává změnu objemu výroby v čase, jeţ 
je vyvolána nezpředmětněným technickým pokrokem, který reflektuje zvyšující se 
efektivnost výrobního procesu. 
Uvedeme si dva dynamické modely. Oba vychází z CDPF. Prvním je Tinbergenova 
dynamická CDPF  a je dána vztahem 
 𝑞𝑡 = 𝑎0𝑒





,   𝑎0 > 0, (48)  
kde člen 𝑎𝑡  v čase exponenciálně roste a mění tak efektivnost výrobního procesu 
v důsledku působení neutrálního nezpředmětněného technického pokroku. Druhý 
model, který uvedl Solow, vychází z ryzí CDPF (𝛽 = 1 − 𝛼). Jeho tvar je 
 𝑞𝑡 = 𝑎𝑡𝐿𝑡
𝛼𝐾𝑡
1−𝛼 . (49)  
Existuje mnohem více dynamických modelů produkčních funkcí. Např. dynamický 
model CES produkční funkce, který obsahuje stejný člen 𝑎𝑡, jako předchozí modely. 
V těchto modelech lze vyjadřovat přírůstky výroby, jeţ jsou vyvolány různými typy 
technických pokroků. Pro kvantifikaci vlivu zpředmětněného technického pokroku 
na jednotlivé výrobní faktory lze vyuţít metody tzv. ročníkových produkčních funkcí10.  
  
  
                                                 
9
 (Veselý, 2006) 
10
 (Veselý, 2006) 
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4. PRAKTICKÁ ČÁST 
V závěrečné části této práce vyuţijeme získané poznatky a pokusíme se odhadnout 
produkční funkci pro data pocházející z Allianz pojišťovny a.s. Tuto firmu jsem si 
zvolil, protoţe v ní pracuji. Údaje pocházejí z výročních zpráv společnosti a to v letech 
2004 – 2009. Malý počet dat se můţe zdát nedostatečný, nám však pro tyto účely, jak 
uvidíme dále, bude stačit. V první části budeme modelovat produkci pojišťovny 
vyjádřenou v objemu předepsaného pojistného za rok v závislosti na mnoţství pouţité 
práce. V našem případě bude práce vyjádřená středním počtem zaměstnanců za rok (jde 
o odhad mnoţství práce, přesnější údaje by poskytly údaje o vyuţitelných časových 
fondech apod., které ale nejsou ve výročních zprávách k dispozici). Sestavíme 
jednofaktorový model, odhadneme jeho parametry pomocí metody nejmenších čtverců 
(MNČ) a určíme některé jeho charakteristiky. V jednofaktorovém modelu budeme 
závislost předepsaného pojistného na počtu zaměstnanců modelovat polynomem třetího 
stupně. V druhé části přidáme další výrobní faktor, kapitál, jeţ bude v modelu vyjádřen 
výší provozních nákladů. Opět odhadneme parametry modelu. Tentokráte vyuţijeme 
přístup Cobba a Douglase. Takto získáme statický dvoufaktorový model CDPF. 
Pro srovnání se na stejných datech pokusíme sestavit model dynamický (viz (48)). 
Závěrem praktické části spočítáme optimalizační úlohu. Je zřejmé, ţe uvedený postup je 
relativně velkým zjednodušením reality. Uvedené období je vybráno proto, ţe v něm 
v pojišťovně neprobíhaly dramatické změny jako fúze, akvizice apod. Tím nedochází 
ke skokovému nárůstu zkoumaných veličin. Před rokem 2004 probíhaly v pojišťovně 
restrukturalizační procesy a počty pracovníků i provozních nákladů se velmi 
odchylovaly od současného trendu. Proto nejsou v příkladě uvaţovány. Nebylo totiţ 
moţné pomocí MNČ odhadnout parametry CDPF, tak aby splňovali podmínky (16). 
4.1. JEDNOFAKTOROVÝ MODEL 
V tomto nejzákladnějším modelu předpokládáme, ţe výsledná produkce (𝑞) je 
ovlivněna pouze jedním výrobním faktorem. Zde je to střední počet zaměstnanců za rok 
(𝐿). Ostatní výrobní faktory povaţujeme za fixní. Mluvíme tedy o tzv. krátkém období, 
v němţ je firma schopna měnit pouze mnoţství vyuţívané práce. Budeme předpokládat, 
ţe uvedené období let 2004-2009 je krátkým obdobím. K dispozici máme data, 
viz tabulka níţe. 
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Rok Střední počet zaměstnanců (L) Hrubé předepsané pojistné (mil Kč) (q) 
2004 707 8951 
2005 704 9236 
2006 697 9373 
2007 702 9598 
2008 721 9862 
2009 744 10244 
TABULKA 5 - ALLIANZ DATA JEDNOFAKTOROVÝ MODEL 
Nyní daty proloţíme polynom třetího stupně. Uvaţujeme tedy model 
𝑞𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝐿𝑖 + 𝑐𝐿𝑖
2 + 𝑑𝐿𝑖
3 + 𝜖𝑖 ,   𝑖 = 1, … ,6. 
Přičemţ náhodná veličina 𝜖𝑖  (chybová sloţka) pochází z bílého šumu, 
tj. 𝜖𝑖~𝑊𝑁(0, 𝜎
2). Získáme MNČ odhady (s vyuţitím programu Matlab) a dosadíme je 
do modelu. 
𝑞𝑖 = 27 790 085 − 115671,25𝐿𝑖 + 160,46𝐿𝑖
2 − 0,074𝐿𝑖
3,   𝑖 = 1, … ,6. 
Na následujícím grafu (Obrázek 14) vidíme, naměřené hodnoty spolu s odhadnutou 
produkční funkcí. 
 
OBRÁZEK 14 - ALLIANZ VÝSLEDNÝ JEDNOFAKTOROVÝ MODEL  
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Z grafu je patrné, ţe produkční funkce klesá od hodnoty 𝐿∗ = 737. Při tomto mnoţství 
zaměstnaných lidí je mezní produkt práce jiţ nulový. Kdybychom vycházeli pouze 
z tohoto modelu a neuvaţovali například rozpočtové omezení apod., tak bychom mohli 
říci, ţe Allianz pojišťovna a.s. dosahuje maximální produkce, jestliţe zaměstná 737 lidí. 
To vzhledem k současnému stavu znamená, ţe by měla propustit 7 svých zaměstnanců. 
Je nutné podotknout, ţe model není úplně přesný, protoţe např. v hodnotách středního 
počtu zaměstnanců kolem 700 je produkční funkce klesající. Nyní postoupíme dále a 
zkonstruujeme dvoufaktorový model. 
4.2. DVOUFAKTOROVÝ MODEL 
V předchozím jsme uvaţovali závislost produkce pouze na mnoţství pracovníků. Nyní 
přidáme další proměnnou, a to mnoţství spotřebovaného kapitálu. Ve firmě typu 
pojišťovna nelze tuto proměnnou nějak snadno určit. Nemáme údaje o strojových 
hodinách a podobných veličinách. Proto jsme se rozhodli vyuţít údaje rovněţ 
provozního charakteru a to výši provozních nákladů (zde chápeme jako pracovní 
prostředky, energie, apod.). Předpokládáme totiţ, ţe se zvyšujícím se počtem 
zaměstnanců, i se zvyšujícími se provozními náklady, roste i celková produkce firmy. 
V krajních případech, kde počet zaměstnanců nebo provozní náklady jsou nulové, bude 
i celková produkce nulová. Kdyby provozní náklady byly konstantní a měnilo by se 
pouze mnoţství zaměstnanců, tak by od určité úrovně práce začal působit zákon 
klesajících výnosů, protoţe kaţdý zaměstnanec by měl na svou práci méně prostředků, 
coţ by negativně ovlivnilo produkci. Stejně tak naopak, kdyby práce byla konstantní, 
tak ani velké mnoţství pracovních prostředků neumoţní zvýšit produkci, protoţe by je 
neměl kdo vyuţít. 
Pro výpočty si rozšíříme předchozí tabulku údaji o velikosti provozních nákladů 
(viz Tabulka 6).     
Rok Střední počet 
zaměstnanců (L) 
Provozní náklady     
(mil Kč) (K) 
Hrubé předepsané pojistné 
(mil Kč) (q) 
2004 707 872 8951 
2005 704 996 9236 
2006 697 1141 9373 
2007 702 1162 9598 
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2008 721 1365 9862 
2009 744 1494 10244 
TABULKA 6 – ALLIANZ DATA DVOUFAKTOROVÝ MODEL 




𝜖𝑖 ,   𝑖 = 1, … ,6. 
Pouţíváme CDPF, kde chybová sloţka 𝜖𝑖~𝑊𝑁(0, 𝜎
2) je multiplikativně zahrnuta do 
modelu. Proč jsme chybovou sloţku zahrnuli multiplikativně, bude zřejmé z následující 
úpravy. Pro pouţití MNČ je totiţ nejprve nutné model linearizovat, abychom získali 
model lineární v parametrech. To by nebylo moţné, kdybychom chybovou sloţku 
zahrnuli do modelu aditivně. Linearizace proběhne následovně 
 ln𝑞𝑖 = ln  𝐴𝐿𝑖
𝛼𝐾𝑖
𝛽
𝜖𝑖 = ln𝐴 + 𝛼ln𝐿𝑖 + 𝛽ln𝐾𝑖 + lnϵi . (50)  
Pomocí programu Matlab spočítáme MNČ odhady. Připomeňme si, ţe parametry CDPF 
by měly splňovat určité náleţitosti. Úrovňový parametr 𝐴 > 0, 0 < 𝛼 < 1 a 0 < 𝛽 < 1. 
Proto i výsledné odhady by měly tyto podmínky splňovat. Kdyţ jsme počítali odhady 
s vyuţitím starších dat, tak právě tyto podmínky nebyly splněny. Proto jsme se omezili 
pouze na posledních 6 dostupných údajů. 
Výsledné odhady parametrů jsou následující: 
 𝐴 = 193,8529729; 𝛼 = 0,3708; 𝛽 = 0,2071. (51)  
Model CDPF pro Allianz pojišťovnu má tvar  
 𝑞 = 193,8529729𝐿0,3708𝐾0,2071 . (52)  
Všimněme si, ţe pojišťovna dosahuje klesající výnosy z rozsahu. Při zdvojnásobení 
vstupních faktorů bude efekt růstu produkce pouze 0,3078 + 0,2071 = 0,5149 
násobný. Takţe efekt růstu výrobních faktorů je zhruba poloviční, coţ na první pohled 
nevypadá příliš výhodně. Na druhou stranu, při poklesu mnoţství vyuţitých výrobních 
faktorů, bude efekt na produkci rovněţ poloviční, coţ v dnešní nestabilní době je spíše 
pozitivní zpráva. Výsledný model produkční funkce je spolu se vstupními hodnotami 
znázorněn v následujícím grafu (Obrázek 15). Je zřejmé, ţe navzdory malému počtu 
dat, je kvalita regrese dobrá, coţ potvrzuje i koeficient determinace 𝑅2 = 0,9823. 
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V odhadnutém modelu určíme ještě MRTS pro zjištěné hodnoty 𝐿 a 𝐾 v letech 2004, 
2006 a 2009. Pouţijeme vztah (42). 
𝑀𝑅𝑇𝑆 707,872 2004 =
0,3708 ∗ 872
0,2071 ∗ 707
= 2,208;   při 𝑞  707,872 = 8974,66 
𝑀𝑅𝑇𝑆 697,1141 2006 =
0,3708 ∗ 1141
0,2071 ∗ 697
= 2,9309;   při 𝑞  697,1141 = 9438,58 
𝑀𝑅𝑇𝑆 744,1494 2009 =
0,3708 ∗ 1494
0,2071 ∗ 744
= 3,5953;   při 𝑞  744,1494 = 10224,91. 
Všechna tři čísla potvrzují, ţe „důleţitějším“ výrobním faktorem je střední počet 
zaměstnanců 𝐿 . Jelikoţ platí 𝛼 > 𝛽 . Pro finální hodnoty  𝐿 = 707, 𝐾 = 872  v roce 
2004 platilo, ţe pro zachování stejného předpisu pojistného 𝑞  707,872 = 8974,66, by 
při sníţení počtu pracovníku o jednoho bylo nutné zvýšit provozní náklady o 2,208 
milionů. 
 
OBRÁZEK 15 - ALLIANZ VÝSLEDNÝ DVOUFAKTOROVÝ MODEL  
4.3. DYNAMICKÝ DVOUFAKTOROVÝ MODEL 
Doposud jsme zanedbali faktor času a s ním spojený technický pokrok. Pro úplnost nyní 
ještě zkonstruujeme dynamický model na stejná data jako v předchozí podkapitole. 
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Postup je relevantní, protoţe i během tak relativně krátké doby, jako je 6 let, se 
v určitých aspektech v podnikání pojišťovny technický pokrok projevil. Byly zavedeny 
nové systémy pro správu pojistných smluv, změnilo se procesní řízení a proběhly další 
změny, které měly dopad na celkovou produkci pojistného. Je zřejmé, ţe tyto kroky 
vedly i ke sníţení provozních nákladů, takţe lze v modelu očekávat i sníţení důleţitosti 
tohoto výrobního faktoru. 
Odhadujeme tedy dynamický model ve tvaru      




𝜖𝑡 ;    𝑡 = 1, … ,6; 𝜖𝑡~𝑊𝑁 0, 𝜎
2 .  (53)  
Pro parametry platí: 𝑎0 > 0, 𝛾 ∈ ℝ, 0 < 𝛼 < 1 a 0 < 𝛽 < 1. Opět vyuţijeme MNČ. 
Nejdříve model musíme pomocí logaritmu převést na model lineární v parametrech 
(analogicky jako (50)). Dostáváme 
 ln𝑞𝑡 = ln𝑎0 + 𝛾𝑡 + 𝛼ln𝐿𝑡 +  𝛽ln𝐾𝑡 +  ln𝜖𝑡  (54)  
Nyní přistoupíme k samotným odhadům parametrů. Pomocí Matlabu získáváme odhady 
 𝑎0 = 1038,0507; 𝛾 = 0,0196; 𝛼 = 0,2947; 𝛽 = 0,0303. (55)  
Výsledný model má tvar  
 𝑞𝑡 = 1038,0507𝑒
0,0196𝑡𝐿𝑡
0,2947𝐾𝑡
0,0303 . (56)  
Koeficient determinace 𝑅2 = 0,9944  vychází opět vysoký. I proto je zajímavé, ţe 
parametry jsou ve srovnání se statickým modelem dosti odlišné. Hodnotu parametru 𝛾 
lze interpretovat takto. Průměrný přírůstek předepsaného pojistného, jeţ je způsoben 
nezpředmětněným technickým pokrokem, je asi 1,96% ročně. Takţe v období 2004 –
 2009 při konstantních objemech pracovníků a provozních nákladů vzrostlo předepsané 
pojistné průměrně o 1,96% za rok v důsledku působení nezpředmětněného technického 
pokroku. Srovnání parametrů nám ukazuje Tabulka 7. 
Parametr Úrovňový parametr 𝜸  𝜶  𝜷  
Statický model 193,8529 --- 0,3708 0,2071 
Dynamický model 1038,0507 0,0196 0,2947 0,0303 
TABULKA 7 - ODHADNUTÉ PARAMETRY REGRESNÍCH MODELŮ  
Nejvíce se změnily odhady úrovňového parametru a parametru 𝛽, u nějţ jsme moţnou 
změnu dopředu avizovali. V dynamickém modelu není moţné vykreslit graf produkční 
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funkce pro všechna 𝑡 zároveň (jelikoţ pouţíváme 3 proměnné). Můţeme ale srovnat 
tvar produkční funkce statického a dynamického modelu v libovolném čase 𝑡. Pro rok 
2004 nám srovnání ukazuje Obrázek 16. Oba dva modely aproximují předepsané 
pojistné roku 2004 (hvězdička v grafu) velmi přesně. Jsou ale vidět rozdíly ve tvaru. 
Dynamický model má větší hodnotu úrovňového parametru, proto je pro niţší hodnoty 
vstupů rychleji rostoucí neţ model statický. Z obrázku je patrné, ţe odhadnuté 
parametry 𝛼 a 𝛽 (resp. směrnice) u statického modelu jsou vyšší (rychleji rostou) neţ 
u dynamického modelu.    
 
OBRÁZEK 16 – ALLIANZ SROVNÁNÍ STATICKÉHO A DYNAMICKÉHO MODELU 2004 
4.4. STATICKÝ DVOUFAKTOROVÝ MODEL S OMEZENÍM 
Závěrem analýzy modelů produkčních funkcí Allianz pojišťovny se pokusíme určit 
optimální mnoţství výrobních faktorů, existuje-li určité rozpočtové omezení. 
Vyuţijeme přitom Lagrangeovu metodu multiplikátorů popsanou v kapitole 2.3. 
Kaţdá firma disponuje omezeným rozpočtem pro daný rok. Ve zjednodušeném 
příkladě, kdy uvaţujeme pouze dva výrobní faktory, je rozpočtové omezení dáno 
předpisem  
 𝑟𝑜𝑧𝑝𝑜č𝑒𝑡 = 𝑁𝑛𝑎  𝑝𝑟𝑎𝑐𝑜𝑣𝑛 í𝑘𝑎 ∗ 𝐿 + 𝑁𝑛𝑎  𝑘𝑎𝑝𝑖𝑡 á𝑙 ∗ 𝐾. (57)  
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V našem příkladě sestavíme zjednodušené rozpočtové omezení pro pojišťovnu Allianz. 
Celkový roční rozpočet odhadneme na 1500 mil Kč. Roční náklady na jednoho 
pracovníka činí 12*43000*1,34 = 691440 Kč. Vycházíme z průměrné mzdy 
v pojišťovnictví a přidáváme 34% za sociální a zdravotní pojištění zaměstnavatele. 
Vzhledem k tomu, ţe mnoţství pouţitého kapitálu je vyjádřeno výší provozních 
nákladů, tak do rozpočtového omezení bude tato veličina vstupovat s náklady ve výši 1. 
Rozpočtové omezení vypadá následovně (vyjádřeno v milionech): 
1500 = 0,69144𝐿 + 𝐾. 
Nyní můţeme sestavit Lagrangeovu funkci. K předpisu pro statický model PF přidáme 
omezení, dostáváme  
𝑞(𝐿, 𝐾, 𝜆) = 193,8529729𝐿0,3708𝐾0,2071 + 𝜆 1500 − 0,69144𝐿 − 𝐾 . 
Optimum určíme pomocí soustavy (10). Ta má v tomto příkladu podobu 
𝑞𝐿
′ = 193,8529729 ∗ 0,3708 ∗ 𝐿−0,6292𝐾0,2071 − 0,69144𝜆 = 0  
𝑞𝐾
′ = 193,8529729 ∗ 0,2071 ∗ 𝐿0,3708𝐾−0,7929 − 𝜆 = 0 
𝑞𝜆
′ = 1500 − 0,69144𝐿 − 𝐾 = 0 
Soustavu vyřešíme pomocí programu Matlab. Získáváme bod optima produkční funkce 
s omezením  𝐿∗, 𝐾∗, 𝜆∗ = [1391, 537, 4.02] . Výše předepsaného pojistného v bodě 
optima je 10 433 mil Kč, coţ je o cca 200 mil Kč více neţ v roce 2009. Na první pohled 
je zřejmé, ţe optimum leţí poměrně daleko od současných kombinací výrobních 
faktorů. Proporce výrobních faktorů v bodě optima je opačná, neţ je tomu 
v současnosti. Poloha optima je s velké části určena velikostí parametrů 𝛼 a 𝛽 . 
A vhledem k tomu, ţe parametr 𝛼 je téměř dvakrát větší neţ 𝛽, tak i v bodě optima je 
větší důraz kladen na mnoţství práce 𝐿. Výsledná hodnota proměnné 𝜆 nám říká, ţe 
v bodě optima je mezní přínos proměnných zhruba 4krát větší neţ mezní náklad 
proměnných. Tuto hodnotu můţeme brát za relativně vysokou. Zvýšení rozpočtu by 
v tomto případě působilo pozitivně na velikost předepsaného pojistného. Pro ilustraci 
polohy skutečných hodnot výrobních faktorů a optimální kombinace přidáváme 




OBRÁZEK 17 – ALLIANZ OPTIMÁLNÍ VÝROBNÍ VSTUPY 
4.5. SHRNUTÍ 
Ve zjednodušeném příkladu jsme odhadli model jednofaktorové, dvoufaktorové statické 
a dynamické produkční funkce pro data získaná z Allianz pojišťovny a.s. Podle 
výsledných hodnot indexů determinace byly modely hodně přesné. Zjistili jsme, ţe 
důleţitějším výrobním faktorem je mnoţství pouţité práce, nicméně oba faktory jsou 
nepostradatelné. Odhadnutá produkční funkce má klesající výnosy z rozsahu. 
Při zdvojnásobení vstupů bude produkce pouze o polovinu vyšší. Závěrem jsme spočetli 
optimalizační úlohu, ve které jsme zjistili, ţe optimální kombinace vstupních faktorů je 






V práci jsme se seznámili s modely produkčních funkcí, které se nejčastěji vyskytují 
v ekonomii. Nejprve jsme si přiblíţili principy a postupy tvorby matematických modelů, 
jejich ověření a obecné vlastnosti. Krátce jsme se věnovali i historickému vývoji. 
Ve druhé kapitole jsme si připomněli teorii hledání extrémů funkce jedné a více 
proměnných. Blíţe jsme se zabývali metodou Langrangeových multiplikátorů, se kterou 
souvisí úloha duality a Karush-Kuhn-Tuckerovy podmínky. KKT podmínky jsou nutné 
podmínky, které musí splňovat kaţdý bod optima nejobecnější úlohy nelineárního 
programování.     
Těţiště práce patřilo modelům produkčních funkcí. A to především Cobb-Douglasově 
produkční funkci a třídě tzv. CES funkcí. Produkční funkce lze konstruovat s vyuţitím 
jednoho, dvou nebo více výrobních faktorů. V případě jednofaktorových produkčních 
funkcí se často vyuţívá polynomických modelů. Tyto modely jsou nejzákladnější 
a neumoţňují zachycovat některé důleţité aspekty produkce. Jsou vhodné 
pro modelování v krátkém období. Ve dvoufaktorových modelech jsme sledovali, jaké 
jsou vztahy mezi výrobními faktory, prácí a kapitálem. Nejdůleţitější charakteristiky 
jsou v tomto případě mezní produktivity, průměrné produktivity, mezní míra technické 
substituce či koeficient pruţnosti substituce výrobních faktorů. V závěru třetí kapitoly 
byly uvedeny 2 modely dynamických produkčních funkcí. 
V praktické části byly aplikovány znalosti a postupy z předchozích kapitol. Sestavili 
jsme jednofaktorový model a model CDPF pro data z Allianz pojišťovny a.s. Ukázalo 
se, ţe pojišťovna realizuje klesající výnosy z rozsahu. V závěru kapitoly byl naznačen 
zjednodušený příklad hledání optima produkční funkce při daném rozpočtovém 
omezení.     
Práce je vyplněna několika obrázky, které se snaţí zjištěné poznatky a zákonitosti 
názorně ilustrovat. Při zpracování tématu jsme nenarazili na váţnější problémy. Nejvíce 
jsme čerpali z (Chiang, 1984), (Mezník, 2011) a (Nicholson, 1998). Je samozřejmé, ţe 
téma diplomové práce by si zaslouţilo mnohem více prostoru. Nicméně, doufáme, ţe 
i v této omezené formě nalezl čtenář zajímavé partie, které ho přinutí se zamyslet, nebo 
jej dovedou k hlubšímu studiu problematiky.   
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xlabel('Mnozstvi prace (L)') 
ylabel('Produkce (q)') 



















xlabel('Mnozstvi prace (L)') 













xlabel('Mnozstvi prace (L)') 

















axis([0 6 0 6]) 
hold on 
xlabel('Mnozstvi prace (L)') 
ylabel('Mnozstvi kapitalu (K)') 
 
Příloha 3. Zdrojový kód k obrázku 9 
subplot(2,2,1) 
[X,Y] = meshgrid(0.001:.1:2.1, 0.001:.1:2.1); 
Z = 2*X.^(0.3).*Y.^(0.1); 
surfc(X,Y,Z) 






[X,Y] = meshgrid(0.001:.1:2.1, 0.001:.1:2.1); 
Z = 2*X.^(0.3).*Y.^(0.4); 
surfc(X,Y,Z) 






[X,Y] = meshgrid(0.001:.1:2.1, 0.001:.1:2.1); 
Z = 2*X.^(0.3).*Y.^(0.7); 
surfc(X,Y,Z) 






[X,Y] = meshgrid(0.001:.1:2.1, 0.001:.1:2.1); 
Z = 2*X.^(0.3).*Y.^(1); 
surfc(X,Y,Z) 






Příloha 4. Zdrojový kód k obrázku 12 
figure 
subplot(1,2,1) 

















q = A*[(1-alpha)*L.^(-beta)+alpha*K.^(-beta)].^(-1/beta); 
surf(L,K,q) 





Příloha 5. Zdrojový kód k obrázku 15 
[L,K] = meshgrid(0:2:750, 0:2:1500); 




L1=[707 704 697 702 721 744] 
K1=[872 996 1141 1162 1365 1494] 
q1=[8951 9236 9373 9598 9862 10244] 
plot3(L1,K1,q1,'*k','MarkerSize',10) 
axis([0 750 0 1500 0 11000]) 
xlabel('Stredni pocet zamestnancu (L)') 
ylabel('Provozni naklady (K)') 
zlabel('Predepsane pojistne (q)') 
 
Příloha 6. Zdrojový kód k výpočtům soustav rovnic 









Úloha z kapitoly 4.4  
S= solve('193.8529*0.3708*L^(-0.6292)*K^(0.2071)-0.69144*lam=0',... 
'193.8529*L^(0.3708)*0.2071*K^(-0.7929)-lam=0',... 
'1500-0.69144*L-K=0') 
 
 
